- + P, donde —P; = (z1, —vy1), ent
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INTRODUCCION

Este libro de Matematicas Basicas tiene el proposito de aplicar
la mayoria de los temas estudiados a la vida real. La publicacion
es un texto y cuaderno de trabajo a la vez, e incluye talleres que
orientan al alumno hacia la previa resolucion de problemas para
que se vaya acercando paulatinamente al conocimiento de cada
tema con la guia del profesor.

La obra esta dirigida sobre todo a aquel estudiante que necesita
desarrollar un pensamiento cuantitativo a partir de una mate-
matica basica y la ejecucion de los talleres implica el despliegue
de actividades individuales y grupales.

El contenido de cada unidad es como sigue:

Unidad 1: Logica. Esta unidad contiene conceptos basicos de la
logica matematica: proposicion, los conectivos logicos, las de-
rivadas y variantes de un condicional, el uso y andlisis de dia-
gramas de Venn y el proceso inductivo. Ademas, la unidad con-
tiene anexos con ejercicios especiales de aplicacion y una biblio-
grafia para complementar el estudio de los temas.

Unidad 2: Sistemas numéricos. En esta unidad se estudia el con-
cepto de sistema matematico y sistema numérico para luego
estudiar los niimeros naturales, enteros, racionales, reales y sus
respectivas propiedades. Finalmente, se proponen ejercicios y
problemas de aplicacidn sobre las propiedades de los sistemas
numeéricos y bibliografia de complemento.

Unidad 3: Funciones. Esta unidad estudia la funcién lineal, las
funciones polinomiales, ecuaciones lineales, diferentes formas
de expresar una funcion, acertijos, problemas de aplicacion y
contiene bibliografia complementaria.
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Unidad 4: Variacién. En esta unidad se estudia el concepto de
variacion directa, inversa, multiple y exponencial. Cada concep-
to se ilustra graficos y problemas de aplicacién a la vida real. Al
final se proponen problemas de aplicacion y acertijos.

Metodologia

La metodologia de cada unidad consiste en la formulacién de un
problema para acercarse a la teoria. Seguidamente, se proponen
ejercicios, problemas de aplicacion, y acertijos.

Iconos

El texto contiene los siguientes iconos y a su derecha se escriben
sus respectivos significados:

Problema que se plantea al inicio de cada seccion.

Advertencia de no avanzar hasta que haya respondido
las preguntas formuladas.

Teoria correspondiente a una seccion.

Aplicaciones de conceptos de una seccion.

Acertijos

Dibujo que se debe hacer con una regla o escuadra.

Medida que debe hacer con un transportador.

Indica el final de los ejercicios o aplicaciones de una
seccion.

s Y@ o0 W >



Unidad 1

LOGICA

Contenido

1.1 Proposiciones 5
1.2 La negacion 8
1.3 Conectivos légicos 12
1.4 Analisis del condicional 25
1.5 Condicionales derivadas 32
1.6 Cuantificadores 38
1.7 Pensamiento inductivo 44

Anexos 55

Acertijos 77

Bibliografia 78







1.1 PROPOSICIONES

‘)

® Problema

Escriba al lado de cada oracién, en el paréntesis de la derecha,
una V si la oracion es verdadera o una F si es falsa cuando esto
sea posible.

00NNV LD

_ =
= O

N S G g ) G S G Y
O O 00 NI ON Ul W= W iN

. Quiero estudiar Psicologia
. La Luna es una estrella

. jHola!
. Platano es una palabra aguda.
. Cémo funciona una nevera?

. Quizas no estudie lo suficiente
. 7T es un numero racional

. La onda transporta energia
. La velocidad es una cantidad vectorial

(Qué dia es hoy?

Sécrates es un fildsofo de la Edad Moderna
Platén escribio La Republica

jEureka!

El Cairo es la capital de Egipto

No deseo dormir ahora

H,S0, es la formula quimica del acido sulfdrico

Cierre la puerta
La arafia es un crustaceo

. Un heptdgono es un poligono de cinco lados
. Marmol es una palabra grave

Responda las siguientes preguntas:

e N N N N N N e e e e e N e T e e e N e

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

1. ;Por qué en algunas oraciones pudo determinar si la oracion

era verdadera o falsa y en otras no?
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R/

2. ;Qué tienen en comun todas las oraciones en las que pudo
determinar su valor de verdad?
R/

3. Ahora, clasifique las oraciones en las que no pudo determinar
su valor de verdad, escribiendo en el espacio libre el nombre
correspondiente.

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.

e
e
Mty

M wpan

Teoria

Definicion: 1

Una oracion es un conjunto de palabras que expresa un pensamiento
completo. También se define como la menor unidad del habla con
sentido completo.

La persona que habla toma diferentes actitudes segun lo que
anhela expresar, y el sentido completo de lo que se dice, da ori-
gen a una oracion distinta. Segtin la actitud del hablante, las ora-
ciones se clasifican en:

* 1Enunciativas, si enunciamos
* 1Desiderativas, si deseamos
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* Imperativas, si ordenamos

* Interrogativas, si interrogamos
* Exclamativas, si exclamamos

* Dubitativas, si dudamos

Definicion:

Una proposicion cerrada o proposicion es una oraciéon de la que
se puede decir si es verdadera o falsa. Todas las proposiciones son
oraciones enunciativas o declarativas.

Las proposiciones se simbolizan con letras minusculas tales
comoyp, q, 1, s t, etc.

Por ejemplo, la proposicion hoy es martes se puede simbolizar con

p.
Ejercicios 1.1

Escriba diez (10) proposiciones y determine el valor de verdad
de cada una.




1.2 LA NEGACION

‘)

® | Problema

Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
Colombia es un pais suramericano. ()
Colombia no es un pais suramericano. ()

Responda las siguientes preguntas:
1. ;Qué relacion hay entre el valor de verdad de las dos propo-

siciones anteriores?
R/

2. ;Qué diferencia hay entre las dos proposiciones?

R/
No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
Teoria
Definicion:

Sea p una proposicion. La proposicion no p, simbolizada por ~ p, es
verdadera cuando p es falsa, y falsa cuando p es verdadera.




La negacion

Para organizar la informacion anterior, se utiliza una tabla que se
denomina tabla de verdad:

p ~P
\Y F
F \

En la tabla de verdad de la negacion podemos ver mas facilmente
que la negacidon de una proposicion verdadera es falsa y que la
negacion de una proposicion falsa es una proposicion verdadera.

Ejemplo 1.2.1

La negacion de la proposicion “la presién atmosférica disminuye
con la altura”, es “la presion atmosférica no disminuye con la altura”.
La primera proposicion es verdadera; por lo tanto, la segunda,

que es su negacion, es falsa.

Definicion

Una proposicion abierta es un enunciado que contiene una variable
x y cuando x se reemplaza por un objeto, se convierte en una
proposicién cerrada.

Ejemplo 1.2.2
Los siguientes enunciados son proposiciones abiertas:

a. xes par. Es verdadera cuando se reemplaza x por 2 y es falsa,
si se reemplaza por 5.

b. x es un animal vertebrado. Es verdadera cuando se reemplaza
x por vaca y es falsa, si se reemplaza por estrella de mar.

c. x+3=8. Esverdadera si x =5y es falsa para los demas valores
de x, o sea, si x # 5.
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Las proposiciones se diagraman en los denominados circulos de
Euler o diagramas de Venn.

Ejemplo 1.2.3

La proposicion abierta “x es un animal vertebrado” es verdadera
cuando se reemplaza la variable x por un animal vertebrado,
como el pato; y es falsa cuando se reemplaza la x por un animal
invertebrado, como el erizo. La figura 1 muestra el diagrama de
Venn.

U: animales

I

e Erizo

Figura 1

La region gris es el conjunto de los Vertebrados (V) y la region
en blanco es el conjunto de los Invertebrados (I). Pato y erizo son
elementos respectivamente. U: conjunto universal.

Ejercicios 1.2

Escriba la negacion de las proposiciones 1-10 y determine si son
verdaderas o falsas:

1. La Luna es un satélite de Marte.
2. El ntimero 798 es divisible entre 3.



La negacion

El 48 es un niimero deficiente.

El himero queda en las extremidades superiores.
La palabra avién no es aguda.

El hexagono tiene seis lados.

El ntimero 652 es divisible entre 4.

El ddlar es la moneda de Gran Bretafia.

El 36 es numero abundante.

. Los lagos no tienen agua dulce.
. Escriba cinco proposiciones, determine su valor de verdad,

escriba lanegacion correspondiente y determine su respectivo
valor de verdad.

En los ejercicios 12-15, reemplace la variable x por un objeto para
que la proposicion sea verdadera y luego por otro objeto para sea
falsa. Haga un diagrama especificando el conjunto universal en
cada caso.

12.
13.
14.
15.
16.

X es un numero par.

x es un triangulo.

x es un mamifero.

x es una palabra aguda.

¢Qué relacion hay entre la definicion del complemento de un
conjunto A y la negacion? Para llegar a la respuesta, llene la
siguiente tabla de acuerdo a la figura 2.

xe A Xxg A
A/
F

A

Figura 2

11
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6)

1.3 Conectivos légicos

Problema

Simbolicelassiguientes proposicionesutilizandolasabreviaturas

sugeridas:

1. La Luna es un satélite (p ) y el Sol es una estrella (s ).

R/

2. El cangrejo es un miridpodo (g)o 1+2=3 (t).

R/

3. Six-6=8 (t)entonces x=14 (s).

R/

4. O estoy vivo (r) o estoy muerto (p).

R/
No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
Teoria

Definicion: 1

proposiciones compuestas:

Sean p, g dos proposiciones. Los conectivos lagicos y, o, si... entonces
se utilizan para unir las proposiciones p, g, y obtener asi las siguientes




Conectivos l6gicos

Nombre del conectivo Simbolo Proposicion compuesta
Conjuncién (y) A pAg
Disyuncion inclusiva (o) \Y, pVvq
Disyuncién exclusiva (o u 0) \4 pvq
Condicional (si... entonces) - p—q

Asi como una proposicion cerrada o abierta se diagraman con los
circulos de Euler, también las proposiciones compuestas se pue-
den diagramar. Cuando se tienen dos conjuntos A y B, el conjunto
universal U se divide en cuatro regiones, a saber (figura 3):

n

La region 1: A'nB’, formada por los elementos que no estan ni
en el conjunto A ni en el conjunto B.

La region 2: A — B, formada por los elementos del conjunto
universal que estan en A pero que no estan en B.

La region 3: AnB, formada por los elementos que estan en A 'y
B.

La regién 4: B — A, formada por los elementos del conjunto
universal que estdn en B pero que no estan en A.

A'NB’

Figura 3

El siguiente ejemplo nos muestra como se utilizan las distintas
regiones:

13
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Ejemplo 2.2.1

Sea U el conjunto de los numeros naturales y la proposicién x es
un niimero par y x< 10. ;Para qué valores de x la proposicion es ver-
dadera? ;Y falsa? Dibuje el diagrama de Venn correspondiente.

Solucién:

La proposicion es compuesta con el conectivo logico de la con-
juncion y (n).

Sea p: x es un niimero par'y q: x es un niimero menor que 10.
Los valores de x que hacen verdadera la proposicion pAg son {2, 4,
6, 8} y los que la hacen falsa seran los demdas nimeros naturales

distintos al conjunto mencionado.

El diagrama de Venn es la figura 4:

U: nitmeros naturales

Figura 4
Donde P es el conjunto de los nimeros pares.
M, el conjunto de los nimeros naturales menores que 10.

Se puede hacer una correspondencia de los circulos de Euler con
una tabla de verdad:
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xe P xeM | xe PN M | Region p q pAg
\% \% \% 3 \% \% \%
\% F F 2 \% F F
F \% F 4 F \% F
F F F 1 F F F

Observemos que las tablas coinciden. ;Qué ntimeros irdn en la
region 1?7

Cuando los subconjuntos que conforman el conjunto universal
son disjuntos dos a dos, esto es, que no tienen elementos en
comun, decimos que el conjunto se descompone en una particion.
Intuitivamente, una particion de un conjunto A es una familia
de subconjuntos de A (denominados miembros) que son disjuntos
dos a dos y cuya union es el conjunto A. (Figura 5)

Figura 5

En la figura 5 el conjunto A se descompone en una particion, en
la cual los subconjuntos A1, A, A,y A, son disjuntos dos a dos
y su union conforma el conjunto A. El nimero de miembros de
una particion varia de dos en adelante.

El siguiente ejemplo muestra una aplicacion:

15
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Ejemplo 2.2.2

Sea U el conjunto de las letras del alfabeto y la proposicion, una
letrab es unavocal o es una consonante. ;Para qué letras del alfabeto
la proposicion es verdadera? ;Y falsa? Dibuje los circulos de
Euler correspondientes.

Solucion:

La proposicion es compuesta con el conectivo logico de la dis-
yuncioén exclusivao ... o (¥ ).

Sea p: la letra es una vocal 'y q: la letra es una consonante.

Una letra del alfabeto no puede ser vocal y consonante al mismo
tiempo, debe ser una de las dos. Por lo tanto, la proposiciéon p v q
es verdadera si la letra es o vocal o consonante; y falsa, en los
demas casos. Por lo tanto, los circulos de Euler se muestran en
la figura 6.

U: letras del alfabeto

Vv C

bcd
ai fghij
e ) klmn
o u apgqr
stvw

XYy z

Figura 6

Donde V: el conjunto de las vocales.
C: el conjunto de las consonantes.

Se puede hacer una correspondencia de los circulos de Euler con
una tabla de verdad:
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BeV | BeC|Be VAC| Regibn p q pVvg
Vv Vv F 3 Vv Vv F
Vv F Vv 2 Vv F Vv
F \Y \Y 4 F \Y \Y
F F F 1 F F F

El simbolo A en teoria de conjuntos se utiliza para la operacion
diferencia simétrica: los elementos que estan en la unién, pero no
en la interseccion.

Se observa que las tablas coinciden y que las regiones 1 y 3 no
tienen elementos.

Si se aplica el concepto de particion, el conjunto U de las letras del
alfabeto se descompone en dos subconjuntos: el de las vocales y
el de las consonantes. Los dos conjuntos son disjuntos y con su
union forman el conjunto universal. Graficamente:

U: letras del alfabeto

bcdfghjkl
mnanpgqr
s t u v

W X yz

Cuando hay una contenencia de conjuntos, el conjunto universal
y
queda dividido en tres regiones como lo muestra la figura 7.

u
1

Figura 7

17
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Si x estd en la region 1, entonces x ni estd en A ni en B.
Si x estd en la region 2, entonces x estd en B, pero no estd en A.
Si x esta en la region 3, entonces x estd en A y, por lo tanto, en B.

El siguiente ejemplo nos muestra una aplicacion:
Ejemplo 2.2.3

Sea U el conjunto delos poligonos y la proposicionsi x es un trapecio
entonces x es un cuadrildtero. ;Cuando la proposicion es verdadera?
¢Y falsa? Dibuje los circulos de Euler correspondientes.

Solucion:

La proposicion esta compuesta por la conjuncion condicional si'y
la subordinante consecutiva entonces (—).
Sea p: x es un trapecio y q: x es un cuadrildatero.

La proposicion compuesta p — g sera falsa cuando se afirma que
si x es un trapecio entonces x no es un cuadrildtero, puesto que todo
trapecio es un cuadrilatero por definicion. Los circulos de Euler
se muestran en la figura 8:

U: poligonos
1

Figura 8

donde C, el conjunto de los cuadrilateros.
T, el conjunto de los trapecios.

18
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Se puede hacer una correspondencia de los circulos de Euler con
una tabla de verdad:

xeT xe C TcC Region p q p—>q
\4 \4 \ 3 \ \ \
\4 F F Noexiste | V F F
F Vv \4 2 F \ Vv
F F \4 1 F F \

Observe que las tablas coinciden.

Ejercicios 1.3

Simbolice, utilizando las abreviaturas sugeridas, las siguientes
proposiciones:

1.

Bogota es la capital de Colombia (p) y Montevideo, la capital
de Argentina (7).
R/

. Aristoteles no escribi6 La Reptblica () o Simdn Bolivar nacié

en Caracas (s).
R/

. El perro es un mamifero (p) y el caracol no es un crustaceo ().

R/

. Sihay oxigeno ( s ) entonces es posible la combustion (t).

R/

. Colombia esta en Suramérica (s) o estd en Centroamérica (p).

R/

. O,eslaférmuladel ozono (p) o Zipaquiraesta en Cundinamarca

(5)-
R/

. Sino arrojas basura a la calle (r) entonces no contaminas el rio

Magdalena (t).
R/

19
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8. El sonido no es un fendémeno quimico (s) y el hierro no es un
metal (t).
R/

9. Sino estudias bien (p) entonces perderas la asignatura (s).
R/

10.No es cierto que Saturno es una estrella (f) o que la Tierra es
un planeta (p).
R/

11.No es verdad que 1+1=3 (s) y que 2+1=3 (g).
R/

12.Es falso que si Paris esta en Grecia (p) entonces Berlin estd en
Francia (1).
R/

Sean p: “Hace frio” y q: “Estd lloviendo”. Escriba con un enun-
ciado verbal las siguientes proposiciones simbolicas. Dibuje
el correspondiente diagrama de Venn, excepto para las
proposiciones con condicional:

13. ~p R/
14. pAg R/
15. pvg R/
16. p > ~q R/
17.gv~p R/
18. ~pA~q R/
19. ~p—>q R/
20. ~~p R/
21. ~(p—>¢q) R/
22. ~(pAng) R/
23. (pr~q) —>p R/
24. (pv~q) R/
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Aplicaciones

Enlas proposiciones 1-10, dibuje los circulos de Euler y luego halle
el objeto que hace que la respectiva proposicion sea verdadera o
falsa. Concluya con la tabla de verdad correspondiente.

1

1

. U: ntimeros naturales. x es impar y es menor que 12.

. U: palabras con tilde. x es una palabra grave o una palabra
aguda.

U: tridngulos. x es un tridngulo isosceles y obtusangulo.

U: nimeros naturales. x es un nimero primo o es menor que
20

U: cuadrilateros. Si x es un rectangulo entonces es un parale-
logramo.

U: vertebrados. x es un ave o un reptil.

U: niimeros naturales. Si x es divisible entre 6 entonces es
divisible entre 3.

U: nimeros naturales. x es un ntimero entre 4 y 12 y es un
numero deficiente.

U: nimeros naturales. Si x es divisible entre 4, entonces es
divisible entre 2.

0.U: nimeros naturales. x es primo o compuesto.

Las aplicaciones 11-14 se resuelven con base en la siguiente
informacion:

21
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Sea U: el conjunto de todos los tridngulos, p: x es un tridngulo isds-
celes; q: x es un tridngulo acutingulo; y en el siguiente diagrama
de Venn, I denota el conjunto de los triangulos isosceles y A, el
conjunto de los tridngulos acutangulos (figura 9):

U: triangulos

I A

Figura 9

Simbolice las proposiciones abiertas 11-14. Luego especifique
qué tipo de tridngulo hace que la proposicion sea verdadera o
falsa y en cada caso identifique con el nimero la region (figura 9)
donde estaria el tridngulo.

11. x es un tridngulo isdsceles y acutangulo.
R/

12. x es un tridngulo isdsceles o acutangulo.
R/

13. x es un poligono de tres lados.
R/

14. x es un tridngulo acutangulo.
R/

15. Sea U: el conjunto de los nameros naturales, p: x es divisible
entre 4; g: x es divisible entre 8; y en el siguiente diagrama de
Venn, C denota el conjunto de los divisibles entre 4; y O, el
conjunto de los divisibles entre 8 (figura 10):
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U: nitmeros naturales
1

Figura 10

Establezca la proposicion abierta para la figura 10. Luego especi-
fique qué numeros hacen que la proposicidon sea verdadera o
falsa y en cada caso identifique con el nimero la region donde
estaria el nimero.

16. Sea U: el conjunto de los poligonos, p: x es un tridngulo; q:
x es un cuadrildtero; y en el siguiente diagrama de Venn, T
denota el conjunto de los tridngulos; y C, el conjunto de los
cuadrilateros (figura 11):

U: poligonos

T C

Figura 11

Establezca la proposicion abierta para la figura 11. Luego especi-
fique qué tipo de poligono hace que la proposicion sea verdadera
o falsa y en cada caso identifique con el nimero la region donde
estaria el poligono.

23
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17.Sea U: el conjunto de los nameros naturales, p: x es divisible
entre 5; q: x es divisible entre 10. Dibuje el diagrama de Venn,
en donde C denota el conjunto de los divisibles entre 5y D el
conjunto de los divisibles entre 10 para la proposicion si x es
divisible entre 10, entonces x es divisible entre 5. Luego especifique
qué numeros hacen que la proposicion sea verdadera o falsa
y en cada caso identifique con el niimero la region donde
estaria el nimero.

18. Sea U: el conjunto de los paralelogramos, p: x es un rombo, g:
x es un rectdngulo. Dibuje el diagrama de Venn, en donde R
denota el conjunto de los rombos y E el conjunto de los rectan-
gulos para la proposicion x es rombo y un rectdngulo. Luego es-
pecifique qué paralelogramos hacen que la proposicidon sea
verdadera o falsa y en cada caso identifique con el nimero la
region donde estaria el paralelogramo.

19. El Sefor se dirigi6 a Moisés y Aardn, y les dijo: “Digan a
los israelitas que, de todos los animales que viven en tierra,
pueden comer los que sean rumiantes (r) y tengan pezunas
partidas (p)” (Levitico 11, 1-3). Represente mediante simbolos,
utilizando las abreviaturas sugeridas, las condiciones en las
cuales un animal no puede ser comido.

20. ;Cémo cambia la solucion al problema anterior si se cambia

oW PN

el conectivo “y” por “o

*Al final de la Unidad 1 hay un anexo sobre algunos de los
conceptos planteados (animales, tridngulos, poligonos, entre

otros).



1.4 ANALISIS DEL CONDICIONAL

6)

® | Problema

Una promocion en una casa fotografica dice: “Si paga totalmente
con anticipacion el revelado de su rollo, le obsequiamos uno”. Un
cliente pagd con anticipacion el revelado del rollo, pero no le
dieron el otro.

Responda las siguientes preguntas:

1. El cliente se enfad6. Explique la razon.
R/

2. ;Cuadles son las condiciones con las que el cliente no seria en-
ganado?
R/

3. Organice en una tabla sus respuestas a las preguntas ante-
riores.

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.

25



26

Matematicas basicas

M e

e

" | Teoria
Definicion:

Sean p, q dos proposiciones. La proposicién compuesta si p entonces g,
simbolizada por p — g, se llama el condicional de p con q y se define
asi:

Sip es verdadera y g es verdadera, entonces p — g es verdadera.

Sip es verdadera y g es falsa, entonces p — g es falsa.

Sip es falsa y g es verdadera, entonces p — q es verdadera.

Sip es falsa y g es falsa, entonces p — g es verdadera.

En un condicional, a la proposicién que esta entre el si y el en-
tonces se la denomina antecedente, y a la que estd después del
entonces, consecuente.

La anterior informacion se puede resumir en la siguiente tabla
de verdad:

4 q P—9q
v | v v
v F F
F v v
F F v

De la tabla de verdad se deduce que el condicional p o g es falso
cuando el antecedente p es verdadero y el consecuente g es falso.
En los demas casos es verdadero.

Lo anterior implica que para demostrar que un condicional es
falso, hay que buscar un caso o un ejemplo en el que el antecedente
es verdadero y el consecuente es falso, en otras palabras, un
ejemplo donde se cumpla el antecedente y no se cumpla el



Analisis del condicional

consecuente. Esto se llama contraejemplo. En simbolos: p — g es
falso cuando tenemos p A~ g.

Ejemplo 1.4.1

La proposicion si un cuadrilitero es equildtero, entonces es regular es
verdadera o falsa. Determinelo.

Solucioén:

Simbolice el antecedente como p: un cuadrildtero es equildtero y el
consecuente como g: el cuadrildtero es regular. En simbolos, la pro-
posicién es p — g.

Sila proposicion es verdadera, todos los cuadrilateros equilateros
serian regulares. Para demostrar que la proposicion p — g es falsa
por contraejemplo, se debe encontrar un cuadrilatero que tenga
todos los lados con la misma medida (se cumple el antecedente) y
que no sea regular (no se cumple el consecuente). Ese cuadrilatero
es el rombo:

C

El rombo ABCD es equilétero y no es regular (cumple el antece-
dente y no el consecuente: p A~ g).

27
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Existen varias maneras de escribir un condicional.

Definicion:

Las siguientes proposiciones son equivalentes, esto es, que significan
lo mismo:

Si p, entonces g.

qsip.

p sélosig.

1.

2.

3.

4. p es suficiente para g.
5. g es necesario para p.
6. g cuando p.

7. g siempre que p.

8. Todos los p son g.

9. g con la condicién de que p.

Ejemplo 1.4.2

Dada la proposicion: si una figura es un trapecio, entonces es un cua-
drilatero. Las siguientes ocho proposiciones significan lo mismo:

1. Siuna figura es un trapecio, entonces es un cuadrilatero.

2. Una figura es un cuadrildtero, si es un trapecio.

3. Una figura es un trapecio solo si es un cuadrilatero.

4. Que una figura sea un trapecio es suficiente para que sea un
cuadrilatero.

5. Que una figura sea un cuadrilatero es necesario para que sea
un trapecio.

6. Una figura es un cuadrilatero cuando es un trapecio.

7. Una figura es un cuadrildtero siempre que sea un trapecio.

8. Todos los trapecios son cuadrilateros.

9. Una figura es un cuadrilatero con la condicion de que sea un
trapecio.
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Aplicaciones

1. Una madre le dice a su hijo: “Si te tomas la sopa (s), entonces te
dejo ver television (t)”. Represente con simbolos, utilizando las
abreviaturas sugeridas, las condiciones con las que la madre
no le incumple a su hijo.

2. Un contratista de la empresa de energia eléctrica le promete a
un usuario atrasado con el pago de la factura: “si cancela hoy el
recibo, no le corto el servicio.” Sin embargo, en el transcurso del
mismo dia, el contratista le suspendié el servicio, a pesar de
que el usuario habia cancelado el recibo en la tarde del dia en
mencion. ;Le incumplieron la promesa al usuario? Explique
su respuesta con una tabla de verdad.

3. Una promocioén afirma: “Si compras una boleta ( p ) y traes
diez tapas de gaseosa (t ), te regalamos una boleta ( 7 )”. Re-
presente con simbolos, utilizando las abreviaturas sugeridas,
las condiciones en las cuales estafan a un cliente.

Ejercicios 1.4

Identifique en los condicionales 1 — 4 el antecedente y el conse-
cuente:

1. Si estudias bien, entonces ganaras las asignaturas.

2. Si arrojas basuras a los arroyos, entonces contaminas el
agua que tomaras.

3. Si manejas embriagado, entonces tienes altas posibilida-
des de accidentarte.

4. Si quemamos mas combustibles fosiles, el calentamiento
global se acentuara.
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Traduzca en las ocho proposiciones equivalentes las proposicio-

nes 5-9:

0 0N G

Si un tridngulo es equilatero, entonces es regular.

Si estudias bien, ganaras el curso de Matematicas.

Si x+3 =0, entonces x =-3.

Si un numero es natural, entonces es entero.

Si estudias con dedicacion, serds un buen profesional.

Traduzca las siguientes proposiciones a la forma si...entonces:

10.

11.
12.
13.
14.

15.
16.

Tendras una personalidad compleja solamente si apre-
cias la opinion de los demas.

Iré a trabajar el lunes si me pagan.

Todos los cuadrilateros son poligonos.

La presencia de aire es necesaria para la vida.

La combustion es una condicion suficiente para la pre-
sencia de oxigeno.

Conseguira trabajo cuando termine la carrera.

Te acomparfio al estadio con la condicion de que me ayu-
des a estudiar Biologia.

Determine si las proposiciones 17-25 son verdaderas o falsas. Si
es verdadera, explique por qué; si es falsa, construya un contrae-

jemplo.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

Si un niimero es entero, entonces es natural.

Si un tridngulo es equidngulo, entonces es regular.

Si un animal es un reptil, entonces es una iguana.

Todos los niimeros enteros son pares.

Todos los elementos de la sangre son globulos rojos.
Todas las palabras son graves.

Un solido geométrico es una piramide si es un poliedro.
Una figura es un pentdgono si es un poligono.

Un vertebrado es un pez si es un mamifero.

En los ejercicios 26-28, escriba un condicional acorde con el dia-
grama de Venn dado:
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26. U: numeros naturales

Analisis del condicional

Multiplos de 3

Multiplos de 9

27. U: solidos geométricos

Cuerpo redondos

Cilindros

28. U: Animales invertebrados

Artropodos

Crustaceos
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1.5 CONDICIONALES DERIVADAS

ﬁ,

® | Problema

El organismo encargado de vigilar que no atenten el medio am-
biente esta discutiendo sobre el enunciado de una ley. No ha ha-
bido acuerdo, pues hay dos propuestas, a saber:

1. Si contaminas el rio, entonces deberds pagar una multa, y...
2. Sipagas una multa, entonces puedes contaminar el rio.

Responda las siguientes preguntas:
1. ;Tienen las dos proposiciones el mismo significado? Expli-

que.
R/

2. ;Cual de las dos proposiciones debe ser aceptada como la
base de la ley y por qué?
R/

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
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e
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Teoria
Definicion:

Dado el condicional si p entonces q (p — q), se definen:
1. Lareciproca: Si q entonces p (q — p)
2. Lainversa o contraria: Si no p, entonces no q (~p — ~ q)
3. La contrarreciproca o contraposicion: Si no g, entonces no p

(~qg—>~p)

Ejemplo 1.5.1

Escriba la reciproca, la contraria y la contrarreciproca de: “Si un
animal es un perro, entonces es un mamifero”. Determine el valor
de verdad de cada una de ellas y dibuje el correspondiente
diagrama de Venn.

Solucion:

El condicional dado: si un animal es un perro, entonces es un mamifero,
es verdadero, porque todos los perros son mamiferos (figura 12).

Reciproca: si un animal es un mamifero, entonces es un perro, es fal-
sa, porque el gato es un mamifero (se cumple el antecedente) y
no es un perro (no se cumple el consecuente).

U: animales U: animales
M M
P P
X x
Figura 12 Figura 13
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Donde P: conjunto de los perros y M: conjunto de los Mamiferos.

Contraria: si un animal no es un perro, entonces no es un mamifero,
es falsa, porque el gato no es un perro y si es un mamifero. (El
antecedente se cumple y el consecuente no).

Contrarreciproca: si un animal no es un mamifero, entornces no es un
perro, es verdadera, porque si un animal no es un mamifero, se
descarta automaticamente que sea perro, porque el perro es un
mamifero (figura 13).

Ejemplo 1.5.2

Escriba la reciproca, la contraria y la contrarreciproca de: “Si un
triangulo es isdsceles, entonces tiene dos lados congruentes”. Deter-
mine el valor de verdad de cada una de ellas y dibuje el diagrama
de Venn.

Solucioén:

El condicional dado: si un tridngulo es isdsceles, entonces tiene dos
lados congruentes, es verdadero, por definicion de triangulo isds-
celes (figura 14).

Reciproca: si un tridangulo tiene dos lados congruentes, entonces es
isdsceles, es verdadera, por definicion de triangulo isosceles (figu-
ra 15).

Contraria: si un tridngulo no es isosceles, entonces no tiene dos lados
congruentes, es verdadera, porque si no es isdsceles, entonces no
puede tener dos lados congruentes.

Contrarreciproca: si un tridngulo no tiene dos lados iguales, entonces
no es isdsceles, es verdadera, porque si no tiene dos lados con-
gruentes, entonces no puede ser isosceles.
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U: triangulos U: triangulos
Tridngulos con
dos lados congruentes Tridngulos isosceles
Tridngulos
Tridngulos isdsceles con dos lados
congruentes
X
X
Figura 14 Figura 15

Cuando un condicional (p — ¢) y su reciproca (7 — p) son
verdaderos, podemos escribir p si i sélo si g, cuya simbolizacion es
p — q. Al conectivo logico si i solo si (—) se le llama bicondicional.
Eso quiere decir que la proposicion: “Un tridngulo es isdsceles si y
solo si tiene dos lados congruentes” es equivalente a la proposicion
directa y la reciproca de este ejemplo.

Ejercicios 1.5

Escriba la reciproca y determine su valor de verdad en las pro-

posiciones 1-20

1. Todos los murciélagos son mamiferos.

2. Un poligono es un cuadrilatero si tiene cuatro lados.

3. El aumento de temperatura en un gas es suficiente para que
aumente su presion.

4. Que dos angulos sean agudos es necesario para que sean

congruentes.

. x* es par siempre que x es impar.

. X +y es par cuando x y y son impares.

Cuando dos rectas se cortan, forman un angulo agudo.

. Todo niimero entero es natural.

. Un poligono es un decagono cuando tiene nueve lados.

10. Para pasar el curso es suficiente aprobar todos los exdmenes.

11. Una condicién necesaria para que te vaya bien en matematicas
es asistir a clases.

© ® N W
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12. Hay humo cuando hay fuego.

13. Un numero es divisible por dos siempre que termine en tres.
14. Llueve siempre que existan nubes cargadas.

15. Hay nieve sdlo si es invierno.

16. Un triangulo es escaleno si no tiene lados congruentes.

17. Si x es un nimero primo, entonces x es par.

18. Si un ntimero es divisible por 2, entonces es un namero par.
19. Si un ntimero es multiplo de 3, entonces es multiplo de 6.
20. Si un numero es divisible entre 12, entonces es par.

En los ejercicios 21-24, escriba un condicional acorde con el dia-
grama de Venn dado. ;Cuadles se pueden escribir como bicondi-

cionales? ;Por qué?

21. U: triangulos

Tridngulos
rectdngulos

Tridngulos
con un dngulo
recto

22, U: tridngulos

Tridngulos
rectdngulos

Tridngulos
con un dngulo
recto




23. U: niimeros enteros no negativos

Condicionales derivadas

Nuimero
multiplo de 9

Niimero en que la
suma de sus digitos
es muiltiplo de 9

24. U: numeros enteros no negativos

Niimero en que la
suma de sus digitos es
muiltiplo de 9

Niumero
muiltiplo de 9
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1.6 CUANTIFICADORES

ﬁ,

® | Problema

Sea la proposicion: algunos tridngulos escalenos son obtusdngulos.
(Cbémo representaria en un diagrama de Venn la relacion entre
los dos conjuntos que establece la proposicion? Argumente su

respuesta.
R/
No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
Teoria

Cuantificadores universal y existencial 1

Una expresion bajo la forma de para todo, todo, para cada, o cada,
se llama cuantificador universal, y se simboliza por medio de una
Ainvertida: V.

Similarmente, una expresion bajo la forma de existe, alguno, o existe
por lo menos uno, se llama cuantificador existencial y se simboliza

por medio de una E invertida: 3.




Cuantificadores

Ejemplo 1.6.1
Las siguientes proposiciones tienen cuantificadores:

Todos los Ardcnidos son invertebrados, es una proposicion con cuan-
tificador universal.

Algunos mamiferos son acudticos, es una proposicion con cuantifi-
cador existencial.

Por lo general, las proposiciones con cuantificadores estan com-
puestas por sujeto (el objeto de la proposicion), predicado (lo que
se afirma o niega acerca del objeto) y cdpula (verbo ser o estar).
Enlégica, a las proposiciones que tienen esta estructura (aunque
no tengan cuantificador) se les denominan juicios. En este texto
no vamos a diferenciar las proposiciones con cuantificador de
los juicios.

Ejemplo 1.6.2

Todos los caballos son mamiferos.
Sujeto: caballos

Copula: son

Predicado: mamiferos

De acuerdo con la cualidad, las proposiciones con cuantificador
pueden ser afirmativas o negativas. 1

De acuerdo con la cantidad, las proposiciones con cuantificador
se clasifican en: 1

* 1Universales afirmativas: todas las S son P. (S es el sujeto y P el
predicado)

* 1Universales negativas: ninguna S es P.

* 1Particulares afirmativas: algunas S son P.

* IParticulares negativas: algunas S no son P.

Cada una de estas proposiciones se diagraman en los circulos
de Euler:
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1) La afirmacion: foda S es P es equivalente a la definicion de in-
clusion de conjuntos; por lo tanto, se diagrama como lo indica
la figura 16 (siempre que existan P que no son S).

2) La afirmacién: algunas S son P es equivalente a la definicion de
interseccion de conjuntos; por lo tanto, se diagrama como lo
indica la figura 17.

3) La afirmacion: ninguna S es P es equivalente a la definicion de
conjuntos disjuntos; por lo tanto, se diagrama como lo indica
la figura 18.

u P

Figura 16 Figura 17 Figura 18
La letra U denota el conjunto universal y la letra x el elemento
que satisface la afirmacion correspondiente.

¢Cbémo se representaria algunas S no son P?
R/

Ejemplo 1.6.3

La representacion de la proposicion:

Todos los hexdgonos son poligonos es la figura 19. 1

Algunos tridngulos escalenos son obtusingulos es la figura 20. 1
Ningun niimero par es impar es la figura 21. 1



Cuantificadores

Figura 19 Figura 20

Figura 21

Laletra U denota el conjunto universal y la letra x el elemento que
satisface la afirmacion correspondiente.

Aplicaciones

Complete los enunciados 1 — 45 con las palabras algunas veces,
siempre o nunca. Luego ordene la proposicion; identifique el sujeto
y el predicado; construya los circulos de Euler correspondientes;

y argumente su respuesta.

Los nimeros divisibles entre 2

Los reptiles

son divisibles entre 4.

son invertebrados.

Los multiplos de 5

son multiplos de 10.

Los vertebrados

son mamiferos.

Los niimeros abundantes

Los anfibios

son ntumeros deficientes.

son moluscos.

Las aves

son vertebrados.

Los niimeros primos

© ® N S 9ok »w DN

Los corpuisculos sanguineos

son numeros compuestos.

son eritrocitos.

10. Los eritrocitos

son leucocitos.

11. Los neutréfilos

son globulos blancos.
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12
13

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

. Los globulos blancos

son basofilos.

. Las plaquetas

corpusculos sanguineos.

Los linfocitos

eritrocitos.

Los tridangulos rectangulos

son isosceles.

Los tridngulos escalenos

son equidngulos.

Los tridngulos equidngulos

son equilateros.

Los tridngulos isosceles

son obtusangulos.

Los tridngulos equilateros

son acutangulos.

Los triangulos obtusangulos

Los tridngulos rectangulos

son escalenos.

obtusangulos.

Los tridngulos escalenos

son

triangulos rectangulos.

Los tridangulos equilateros

obtusangulos.

Los tridngulos escalenos

acutangulos.

Los antigenos

son antigenos A.

Los antigenos AB

son antigenos B.

Los antigenos A

son antigenos AB.

Los antigenos B

son antigenos.

Los antigenos A

son antigenos B.

Complete el siguiente cuadro. Debe argumentar.

sanguineo

G
Tupoe Antigeno

Pueden dar sangre a | Pueden recibir sangre de
personas del grupo

personas del grupo

A

B

AB

o




30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42,
43.
44,
45.

Los rectangulos

Cuantificadores

son trapecios.

Los rombos

Los cuadrados

son paralelogramos.

son rombos.

Los rombos

son cuadrados.

Los rectangulos

son paralelogramos.

Los cuadrados

son rectangulos.

Los paralelogramos
Los trapecios rectangulos
Los trapecios rectangulos

Los trapecios escalenos

son rectangulos.

isOsceles.

escalenos.

isdsceles.

Los poligonos

son equilateros.

Los poligonos regulares

son equiangulos.

Los poligonos irregulares
Los poligonos equilateros

Los cuerpos redondos

son equilateros.

son regulares.

son esferas.

Los poliedros

son piramides.
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1.7 PENSAMIENTO INDUCTIVO

ﬁ,

® | Problema

Helena, la mejor amiga de Berta, le ha explicado en muchas oca-
siones la importancia de hacer ejercicio fisico. Helena va todos
los martes y jueves al gimnasio a realizar aerdbicos. En la altima
conversacion que tuvieron, Berta le dijo que la proxima vez la iba
a acompanar.

Responda las siguientes preguntas:

1. Sihoy es martes, ;qué conclusion puede obtener?
R/

2. Explique por qué llego6 a la conclusidon que establecié en la
respuesta a la pregunta anterior.

R/
No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
M waan

Teoria

Existen dos tipos de razonamiento: inductivo y deductivo. Ya se
estudiaron algunas aplicaciones del razonamiento deductivo; en



Pensamiento inductivo

esta seccion se vera el proceso del razonamiento inductivo y sus
aplicaciones.

Definicion:

El pensamiento inductivo es el pensamiento que permite identificar
patrones a partir de ejemplos especificos de una situacion para
obtener una conclusién (generalizacién). Por esta razon, este tipo de
pensamiento va de lo particular a lo general.

La conclusion que se obtiene puede ser falsa o verdadera. Para
demostrar que es falsa, basta con mostrar un ejemplo donde
no funcione la conclusion. A este ejemplo se le denomina con-
traejemplo. Y para aceptar que la conclusion obtenida es verda-
dera, se debe demostrar por métodos de razonamiento deductivo.
Las matematicas se caracterizan por demostrar las propiedades
(teoremas) establecidas para garantizar que la proposicion siem-
pre es verdadera. En esta seccidn no se van a demostrar las con-
clusiones que se establezcan.

Ejemplo 1.7.1

Determine los siguientes tres nimeros de la sucesion 2,5, 8...
Solucioén:

Después de observar los tres niimeros, se concluye que el patrén
que existe es que cada uno de los dos ultimos numeros de la su-
cesion se obtiene sumandole tres al anterior:2+3=5y5+3 =8, por

lo tanto, los siguientes tres niimeros se obtendran con el mismo
patron:

8§+3=11
11+3=14
14+3=17

Entonces, la solucién es: 2, 5, 8, 11, 14, 17.
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Ejemplo 1.7.2

Determine los siguientes cuatro nimeros de la sucesion

3,1,6,2,12,2...
2 2 2
Solucioén:

De un namero al siguiente no existe relacion, pero el primero,
el tercero y el quinto si: el patron es que para obtener un
término impar de la sucesidn, se le debe sumar uno al anterior;
mientras que para obtener un niimero par de la sucesion, se debe
multiplicar el anterior por dos. Por lo tanto, los términos impares

que siguen son % y %, y los términos pares son 24 y 48.

Entonces, la solucién es: 3,%,6,%,12,%,24,%,48,%

Ejemplo 1.7.3

Considere la siguiente lista de multiplicaciones:

37x3=111
37 x 6=222
37 x9=333
37 x12=444

Analice la lista, descubra el patron y escriba las dos multiplicacio-
nes que siguen.

Solucion:

El multiplicando es constante, 37; el multiplicador es multiplo de
tres, y el producto es un ntiimero de tres digitos iguales que va
aumentando en ciento once unidades. Por lo tanto, la solucién es:

37x3=111
37 x 6 =222
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37x9=333
37 x 12 =444
37 x 15 =555
37 x 18 = 666

Para comprobar si las dos multiplicaciones planteadas son
correctas, efecttielas.

Ejemplo 1.7.4
Escriba las tres siguientes filas de las siguientes igualdades que

establecen un patréon numérico y generalice en una férmula di-
cho patron:

1=1
1+2=3
1+2+3 =6

1+2+3+4 =10
Solucion:

Las igualdades plantean la suma de los primeros naturales; por
lo tanto, las tres filas que siguen son:

1=1
1+2= 3
1+2+3 =6

1+2+3+4 =10
1+2+3+4+5=15
1+2+3+4+5+6 =21
1+2+3+4+5+6+7 =28

Para deducir la formula del lado derecho, es conveniente que
se interprete geométricamente la suma anterior en la figura 22,
compuesta por cuadrados de una unidad de lado: 1
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1
2
3
4
n
n
Figura 22

La figura 22 se divide en dos partes: una es el tridngulo rectangulo
de base y altura n, y la otra, los n medios cuadrados. De donde se
obtiene que el drea de la figura 22 es:

n-n (llj por la férmula del drea de un tridngulo y de me-

A=——+n .
2 2 ) dio cuadrado.

A n> n n’+n n(n+l) por suma de fracciones y factor co-
= tt—=—=— ,
2 2 2 2 mun.

n(n+1)

Compruebe que la formula: A = satisface las igualdades

dadas. 2

En algunas sucesiones no es facil obtener el siguiente término
de ellas mismas, por lo que es necesario aplicar el método de las
diferencias sucesivas, tal como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.7.5

Determine los tres siguientes términos de la sucesion 3, 5, 11, 21,
35, 53...
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Solucion:

A simple vista no se observa un patrén, por lo que se halla la di-
ferencia entre un término de la sucesion y el anterior:

Término

Diferencia

Dado que la diferencia no es constante, se calcula la diferencia de
los términos de la diferencia:

Termino 5 | 5 | n | 21 | 3 | 5 |
Diferencia 1 2 | 6 | 10 ‘ 14 ‘ 18 ‘
Diferencia 2 4 ‘ 4 ‘ 4 ‘ 4 ‘

Como esta diferencia es constante, se pueden deducir los tres
siguientes términos de la sucesién original sumando 4 a los tér-
minos de la sucesion de la diferencia 1 y después sumando esta
diferencia a los términos de la sucesion original:

Término

s[5 11|21 |35 ][5 [ 75 [101]131]

Diferencia 1

2 [ 6 [10]1a] 18] 2]2]a3|

Diferencia 2

s Jalafalala]a]

Por lo tanto, la solucién es: 3, 5, 11, 21, 35, 53, 75, 101, 131.

Ejercicios 1.7

Determine en las sucesiones 1-14 los siguientes cinco términos.

3,915, 21...
2,8,32...

4,8,16,32...
13,18, 23...
32,16, 8...

IR S e

1,1,2,3,5,8,13, 21...
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7. 3,6,9,15,24,39...
8.25,578,09..
9. 1,8, 27, 64...

10. ,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1, 1, 0...
11.1,11,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0
2 5 8 1 1 1
12. 4,—,10,=,16,—... 13. 24,—,12,—,6,—...
b 37 07 3’ 6’ 3 4 9 16
14. 9,1, 3,1,1,1...
2 3

15. Encuentre el patrdén en las siguientes circunferencias logicas
y dibuje el triangulo donde corresponda:

SAA Yk
VAT

16. Escriba las cuatro filas que siguen en el tridngulo de Pascal:

1 3 3 1
1 4 6 4 1

Ahora, sume los numeros en cada fila. ;Existe algan patrén?

Para cada uno de los ejercicios 17-21 se da una lista de operacio-
nes. Analice cada lista y utilice el pensamiento inductivo para
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escribir las tres filas de operaciones correspondientes. Luego
verifiquelas.

17.  (1x9)+2=11 18.  (9x9)+7=88
(12x9)+3=111 (98 x 9) + 6 = 888
(123x9)+4=1.111 (987 x 9) +5 = 8.888

19. 2=4-2 20. 12=13

2+4=8-2 (1+2)2=13+23
2+4+8=16-2 (1+2+3y=1°+2%+33

21. S 22, 11

-2 2 2 2

1 1 2 1 1
—t—=— —+—=1-
1.2 23 3 2 4 4
111 3 111 1
— == —4—+—=1--—
1.2 23 3-4 4 2 4 8 8

En los ejercicios 23-26 aplique el método de las diferencias su-
cesivas para calcular los siguientes tres términos de la sucesion
dada:

23.2,3,6,11,18, 27...
24. 4,5,12, 31, 68, 129...
25.5,7,21,59,133...
26.4,9,24,49, 84,129...

Cuenta la historia que el matematico Karl Gauss (1777-1855)
respondié con gran rapidez a la pregunta del profesor de
matematicas: “sCuadl es la suma de los primeros 100 niimeros
naturales?” Habia observado que eran 50 pares de nimeros que
sumaban 101, luego la suma era 50 x 101 = 5050, su respuesta.

Utilice el método de Gauss para determinar las sumas 27-30:

27.1+2+3+...+250
28. 1+2+3+...+325
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29.2+4+6+...+100

30. 4+8+12+...+200

Enlos ejercicios 31-33, seleccione cada nimero y compare la suma
de sus divisores, excepto la de él mismo (divisores propios), con
el nimero correspondiente. ;Qué conclusion obtuvo para los
numeros de cada ejercicio?

31. 6,28 y 496.

32. 4,10y 15.
33. 12, 18 y 20.

3
E/
Aplicaciones

4 1. En cada poligono trace todas las diagonales posibles de

un solo vértice.

7O

Ahora complete la siguiente tabla:

) ) Suma de las medidas
, Niimero Niimero de .
Poligono .. de los angulos
de lados triangulos .
internos
Cuadrilatero

Pentdgono

Hexagono
Heptagono

n - lados
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Responda las siguientes preguntas a partir de los datos que es-
cribi6 en la tabla: ;qué conclusidon puede obtener acerca de la
suma de las medidas de los dngulos internos de un poligono
convexo? ;Pudo obtener una férmula para ello? Y si el poligono
es regular, ;la formula sigue siendo valida? ;Como se obtiene la
medida de un angulo interno de un poligono regular?

R/

2. En cada poligono trace todas las diagonales posibles de
cada poligono.

OO0

Ahora complete la siguiente tabla:

, Namero de ,
, Namero . Niumero total
Poligono diagonales desde .
de lados L .. de diagonales
un vértice
Cuadrilatero
Pentdgono
Hexagono
Heptagono
n - lados

Responda las siguientes preguntas a partir de los datos que es-
cribié en la tabla: ;qué conclusién puede obtener acerca del nu-
mero de diagonales que se pueden trazar desde un vértice de un
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poligono convexo? ;Pudo obtener una férmula para ello? ;Cual
es la féormula que permite obtener el nimero total de diagonales
de un poligono?

R/

3. En algunas ocasiones el pensamiento inductivo puede fallar.
La figura 23 muestra el nimero de regiones formadas cuando
se localizan puntos sobre una circunferencia y se unen por
medio de una cuerda. Haga los dibujos correspondientes para
determinar el nimero de regiones cuando se localizan 4, 5y 6
puntos y asi completar la tabla adjunta. ;Qué concluye?

Figura 23
Namero de puntos Niumero de regiones
1 1
2
4

QNG| | W (N




ANEXOS

Anexo 1
Teoria de niimeros

Siay bsonniimeros naturales y si a=kb, entonces b es un divisor o un
factor de g, y se escribe b | a, 0 que a es un miltiplo de b.

Ejemplo:

20 =2 (10), luego 10 | 20, o sea, 10 es un factor de 20 y 20 es un
multiplo de 10.

Un ndmero par es un nimero natural que es divisible entre 2, e impar
sino es divisible entre 2.

Ejemplo:

El 24 es par porque 2 | 24, o sea, 2 es un factor de 24; mientras que
31 es impar porque no es divisible entre 2.

Un ndmero natural mayor que 1, que sélo tiene el nimero mismo y
el 1 como factores, se denomina nttmero primo. Un niimero natural
mayor que 1, que no es primo, se denomina niitmero compuesto.

Ejemplo:

El niimero 5 es primo porque solamente tiene como factores el 5
yell.

El nimero 6 es compuesto porque tiene como factores el 1, el 2,
el3yel6.

El niimero 1 no es primo ni compuesto.
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Otra definicion de nimero primo es la siguiente: 1

Un niimero primo es un nimero natural que tiene exactamente dos
factores distintos.

Un teorema en matematicas afirma que solo hay una forma de
escribir un nimero compuesto en términos de sus factores:

Teorema de descomposicion tnica o
fundamental de la aritmética

Todontdmero natural compuesto puede expresarse como un producto
de factores primos y, si no se tiene en cuenta el orden de los factores,
la expresién es tnica.

Ejemplo:

La descomposicion del 15 en sus factores primos es:

15 | 5 Se divide 15 entre 5 y el cociente es 3
313 Se divide 3 entre 3 y el cociente es 1
1

Esta descomposicion del 15 en sus factores primos: 15=15 - 3 es
Unica, si no tenemos en cuenta el orden de los factores.

Ejemplo:

La descomposicion del 40 en sus factores primos es:

40 | 2 Se divide el 40 entre 2 y el cociente es 20.
20 | 2 Se divide el 20 entre 2 y el cociente es 10.
10 | 2 Se divide el 10 entre 2 y el cociente es 5.
515 Se divide el 5 entre 5 y el cociente es 1.
1
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Por el teorema fundamental de la aritmética, esta descomposicion
del 40 en sus factores primos: 40=2-2-2-5=23-5es la tinica, si
no tenemos en cuenta el orden de los factores.

Los divisores propios de un nidmero natural incluyen todos los
divisores del ntimero excepto el niimero mismo.

Ejemplo:

Los divisores del 12 son: 1, 2, 3, 4, 6 y 12. Los divisores propios
del 12 son 1, 2, 3 y 6. E1 12 no es divisor propio de 12.

Un nttmero deficiente es un ntimero natural en el cual la suma de
sus divisores propios es menor que €l.

Ejemplo:

Los divisores propios del 8 son 1, 2 y 4. La suma de los divisores
propioses 1+2+4 =7y como 7 <8, 8 es un numero deficiente.

Un niimero abundante es un ndmero natural en el cual la suma de
sus divisores propios es mayor que €él.

Ejemplo:

Los divisores propios de 12 son 1, 2, 3, 4 y 6. La suma de los
divisores propioses 1 +2+3+4+ 6=16y como 16>12, 12 es un
numero abundante.

Un ntimero perfecto es un nimero natural en el cual la suma sus
divisores propios es igual a él.

Ejemplo:

Los divisores propios del 6 son 1, 2 y 3. La suma de los divisores
propioses 1+2+3=6. Como 6 = 6, el 6 es un nimero perfecto.
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Prueba de la divisibilidad 1

Divisible Prueba Ejemplo
entre
Los dos ult/lmos dl.glFO.S 264, porque 64 es
4 forman un ntimero divisible .
divisible entre 4.
entre 4.
6 El ntiimero es divisible entre 2 486
y entre 3.
Los tres ult/lmos dl.glFO.S 1072, porque 72 es
8 forman un ntiimero divisible L
divisible entre 8.
entre 8.
1 El ntimero es divisible entre 3 4380
y entre 4.
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Anexo 2
Los animales

Los animales se dividen en dos grandes grupos: unicelulares y
pluricelulares.

Unicelulares o protozoarios son los animales cuyo cuerpo esta
constituido por una sola célula. Solo son visibles al microscopio.

Ejemplos: ameba, infusorios, paramecio, etc.

Pluricelulares o metazoarios son los formados por muchas célu-
las. Ejemplos: gusano, saltamontes, caiman, el hombre.

Los metazoarios se dividen en ocho tipos: Espongiarios, Celen-
terados, Equinodermos, Gusanos, Artrépodos, Moluscos, Procor-
dados y Vertebrados.

Los siete primeros son llamados Invertebrados porque carecen
de columna vertebral. Ejemplos: la esponja, un gusano, un cama-
ron, una abeja.

Los invertebrados se clasifican en:

Espongiarios: las esponjas.

Celenterados: madréporas y corales.

Equinodermos: erizo de mar, estrella de mar y arafa de mar.

Gusanos: lombriz de tierra, sanguijuela, tenia o solitaria, triqui-
na, etc.

Artropodos: Se clasifican en:

e Crustaceos. Ejemplos: camaron, cangrejo, langosta de mar.
e Miridpodos. Ejemplos: milpiés y ciempiés.
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* Ardcnidos. Ejemplos: arafa, alacran, garrapata.
* Insectos. Ejemplos: mosca, hormiga, abeja.
Moluscos: caracol, babosa.
Procordados: anfioxo o pez lanceta, ascidia.

Vertebrados: Son los que tienen vértebras o huesos. Se clasifican
en cinco clases:

e Peces.
e Anfibios.
* Reptiles.
e Aves.

e Mamiferos.
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Anexo 3
La sangre

La sangre del ser humano estd compuesta por dos partes funda-
mentales: las células o fragmentos celulares y el plasma.

El plasma

Es el fluido en el cual se encuentran suspendidos los corptisculos
celulares y que contiene una gran cantidad de iones, moléculas
inorganicas y moléculas organicas. El volumen normal del plas-
ma es aproximadamente el 5% del peso corporal, o sea, 3500 ml
en un hombre de 70 kg.

El porcentaje del volumen sanguineo ocupado porlos corptisculos
es del 45% y recibe el nombre de hematocrito.

Esta constituido en su mayor parte por agua, iones en solucion,
carbohidratos, lipidos, enzimas, gases en disolucion, proteinas y
otras sustancias complejas. Dentro de las proteinas se destacan:

e 1Laalbuimina, fabricada por el higado y ayuda al mantenimiento
del volumen sanguineo.

* 1Las globulinas, base de la inmunidad contra determinadas
enfermedades infecciosas, como son el sarampion, la poliome-
litis o la hepatitis infecciosa.

* 1El fibrinégeno, componente esencial en el proceso de la coa-
gulacién sanguinea.

Los corpusculos sanguineos
En la sangre se encuentra tres clases de elementos o corpuisculos:
e 1Los eritrocitos o glébulos rojos.

* 1Los leucocitos o globulos blancos.
¢ 1Las plaquetas.
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Los glébulos rojos tienen un promedio de vida de 120 dias apro-
ximadamente. Una persona normal contiene aproximadamente
cinco millones de globulos rojos por cada mm? de sangre.

Los glébulos rojos contienen hemoglobina, pigmento rojo enel cual
se transporta el oxigeno. La sangre contiene aproximadamente
de 15-16 g por cada 100 ml.

Los globulos blancos o leucocitos tienen como funcién la defensa
del organismo contra invasores o particulas extrafias. Cuando
hay una infeccién hay un aumento de los glébulos blancos en la
sangre. El hombre normalmente tiene entre 7000 a 11 000 leuco-
citos por mm?® de sangre.

Los glébulos blancos son incoloros, no poseen hemoglobina. Hay
cinco tipos diferentes:

¢ 1Los neutrdfilos y los monocitos fagocitan particulas extranas
que penetran al cuerpo.

¢ 1Los linfocitos. Ayudan a combatir las enfermedades con la for-
macion de proteinas llamadas anticuerpos.

* 1Los eosindfilos y basdfilos. Aumentan durante las reacciones
alérgicas que se producen cuando hay infecciones por gusanos
parasitos.

Las plaquetas fragmentos de células gigantes de la médula
Osea de los huesos. En el hombre hay unas 300 000 por mm?. Su
funcion es intervenir durante el proceso de la coagulacion san-
guinea.
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Anexo 4
Grupos sanguineos

Algunas personas poseen en las paredes de sus globulos rojos
unas proteinas caracteristicas. Si estas personas donan sangre a
otras con globulos rojos distintos, se produce una reaccion en-
tre los eritrocitos del donante y unas sustancias existentes en
el plasma del receptor. Esta reaccion produce la muerte del re-
ceptor.

Las proteinas caracteristicas que poseen estos glébulos rojos se
llaman antigenos o aglutindgenos. Las sustancias del plasma
que reaccionan con las anteriores se denominan aglutininas o
anticuerpos.

En el ser humano se encuentran dos tipos de antigenos: el anti-
geno Ay el antigeno B.

Todas las personas pertenecen a uno de los siguientes cuatro
grupos:

Grupo A, las que tienen el antigeno A.
Grupo B, las que tienen el antigeno B.
Grupo AB, las que tienen los dos antigenos: Ay B.
Grupo O, las que no tienen antigenos.
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Anexo 5
Triangulos

Un triangulo es la unién de tres segmentos determinados por tres
puntos no colineales.

A

B C
]itriéngulo ABC se denota ABC. A, By C son los vértices; 1@, BC y
ACsonlos ladosy ZA, /B y ZC son los angulos del ABC.

Segun los angulos, los tridngulos se clasifican en:

Acutangulos.
Rectangulos.
Obtusangulos.
Equidngulos.

Un triangulo acutangulo es un triangulo que tiene los tres angulos
agudos.

A

B C
El /\ ABC es un triangulo acutangulo.

& Halle las medidas de los tres dngulos y escribalas.
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Un triangulo rectangulo es un triangulo que tiene un angulo recto.

D

E F
El /A DEF es un triangulo rectangulo.
En un tridngulo rectangulo, el lado que se opone al dngulo recto se le
denomina hipotenusa y a los dos lados restantes, catetos. En el DEF,
DF es la hipotenusa, y DE y EF son los catetos.

@ Halle las medidas de los angulos agudos y escribalas.

Un triangulo obtusangulo es un tridngulo que tiene un angulo
p

obtuso.

Q R
El /A PQR es un tridngulo obtusangulo.

@ Halle las medidas de los tres dngulos y escribalas.

Un triangulo equiangulo es un triangulo que tiene los tres angulos
congruentes.

B C

El /\ ABC es un tridngulo equiangulo.

65



66

Matematicas basicas

Seguin la medida de los lados, los tridngulos se clasifican en:

e [Escaleno.
e Isosceles.
e Equilatero.

Un triangulo escaleno es un triangulo que no tiene lados con-
gruentes.
M

N (@)

El A\ MINO es un tridngulo escaleno.

4 Halle las medidas de los tres lados y escribalas.

Un triangulo isdsceles es un triangulo que tiene dos lados congruen-
tes. El otro lado es la base. Los dos angulos asociados con la base son
angulos en la base. El angulo opuesto a la base es el dngulo en el vértice.

A

B C
El /\ ABC es un tridangulo isésceles. BC es la base; ZA el angulo en
el vértice, y ZB y £C son los angulos en la base.

4 Halle las medidas de los tres lados y escribalas.
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Un triangulo equilatero es un tridngulo que tiene los tres lados con-
gruentes
X

Y Z
El/\ XYZ es un triangulo equilatero.

4 Halle las medidas de los tres lados y escribalas.
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Anexo 6
Cuadrilateros

Un cuadrilatero es la unién de cuatro segmentos determinados por

cuatro puntos, tres de ellos no colineales. Los segmentos se intersecan
s6lo en sus extremos.

A B

El cuadriléiero ABCD se denota [ 1 ABCD. A, B, C y D son los vér-

tices; AB, BC, CD y DA son los lados y ZA, £B,ZC y /D son los
angulos del [] ABCD.

® Los lados que no tienen un vértice comudn son lados opuestos. AB

y CD son un par de lados opuestos.

Los lados que tienen un vértice comun son lados adyacentes. AD y
DC son un par de lados adyacentes.

Los dngulos que no tienen un lado comtn son angulos opuestos.
ZA y £C son un par de dngulos opuestos.

Los angulos que tienen un lado comtn son dngulos adyacentes.
ZA 'y ZD son un par de dngulos adyacentes.

Los cuadrilateros se clasifican en:

e ITrapecios.

¢ 1Paralelogramos.
¢ 1Rectangulos.

e 1IRombos.

e 1Cuadrados.
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Un trapecio es un cuadrilatero con exactamente dos lados paralelos.

B C

A D

En el trapecio [ ] ABCD, BC || AD.

Los trapecios se clasifican en:

e FEscalenos.
e Isdsceles.
* Rectangulos.

Un trapecio escaleno es el que no tiene lados congruentes.
El isbsceles es un trapecio que tiene dos lados congruentes.
Un trapecio rectangulo tiene un angulo recto.

Un paralelogramo es un cuadrildtero con ambos pares de lados
opuestos paralelos.

E F

[] EFGH es un paralelogramo.

Propiedades 1

Algunas de las propiedades de los paralelogramos son:

® Los pares de angulos adyacentes son suplementarios (la suma de
sus medidas es 180°).

* Los angulos opuestos son congruentes.

e Los lados opuestos son congruentes.

¢ Las diagonales se bisecan.
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Un rectangulo es un paralelogramo con cuatro angulos rectos.

S R

| L

[ ] [ ]

P Q

LIPQRS es un rectdngulo.

Un rombo es un paralelogramo con cuatro lados congruentes.

L

[JLMNO es un rombo.

Un cuadrado es un rectangulo con cuatro lados congruentes.

R | S

H | L

] | [

[CJRSTU es un cuadrado.
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Poligonos

Anexo 7

Un poligono es la unién de segmentos que se juntan sélo en sus
extremos, de tal manera que:

1. Como méaximo, dos segmentos se encuentran en un punto, y...

2. Cada segmento toca exactamente a otros dos.
Los poligonos se denotan con las letras maytsculas con las que se
denotan los vértices del mismo.

/ Construya tres poligonos de mds de cuatro lados
y dendtelos.
R/

Los poligonos reciben el nombre de acuerdo al numero de lados

que tengan:

Numero de lados Nombre del poligono
Tres Tridngulo
Cuatro Cuadrilatero
Cinco Pentdgono
Seis Hexéagono
Siete Heptédgono
Ocho Octagono
Nueve Nondgono o enedgono

Diez Decagono

Once Endecdgono

Doce Dodecdgono
Quince Pentadecagono
Veinte Isodecdgono
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Un poligono de n lados se llama n-gono.
Los poligonos se clasifican en:

Equilateros.
Equidngulos.
Regulares.
Irregulares.

Un poligono equilatero es el que tiene todos los lados congruentes.
El rombo ABCD es equilatero porque tiene todos los lados con-
gruentes.

Un poligono equiangulo es el que tiene todos los angulos con-
gruentes.

El rectangulo PORS es equiangulo porque tiene todos los angulos
congruentes.

" 1<
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Un poligono regular es el que tiene todos los lados congruentes
(equilatero) y todos los dngulos congruentes (equidngulo).

El hexagono ABCDEF es regular porque tiene todos los lados con-
gruentes y todos los dngulos congruentes.

Un poligono irregular es un poligono que no es regular.

Definicion:

Un poligono convexo es el que contiene todas sus diagonales en su
interior.

A B

El poligono ABCDE es convexo porque contiene todas sus diagonales
en su interior.
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Anexo 8
Sélidos geométricos

Los sélidos geométricos se clasifican en poliedros y cuerpos re-
dondos.

Un poliedro esta formado por un nimero finito de regiones po-
ligonales. Cada arista de una region es exactamente la arista de
otra region. Si dos regiones se intersecan, lo hacen en una arista.
Las aristas se intersecan en un vértice.

Los solidos (a excepcion de la esfera) que estudiaremos seran
rectos, y son aquellos cuya altura es perpendicular a la base.

Los poliedros se clasifican en:

e Prismas
e Pirdmides

Un prisma es un poliedro que:

1. Tiene un par de caras congruentes, denominadas bases, sobre
planos paralelos.
2. Todas las demas caras son regiones paralelogramicas.

Los prismas se nombran de acuerdo a la base. Por ejemplo, si las
bases son rectangulos, se llama prisma rectangular (figura 24);
si son cuadrados, prisma cuadrangular (figura 25); si son tridn-
gulos, prisma triangular, y asi sucesivamente.

Figura 24 Figura 25
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Un paralelepipedo es un prisma cuya base es una regién para-
lelogramica (figura 26). Todas las caras son regiones paralelo-
gramicas.

Un paralelepipedo rectangular es un prisma rectangular recto,
es decir, todas sus caras son regiones rectangulares (figura 27).

Figura 26 Figura 27

Una piramide es un poliedro que, a excepcién de una, todas
las demas caras tienen un vértice coman. Ese vértice comun es
el vértice o ciispide de la piramide. La cara que no contiene a la
cuispide es la base de la piramide.

Como los prismas, las piramides se nombran de acuerdo ala base:
piramide triangular (base esun tridngulo); piramide cuadrangular
(base es un cuadrado), figura 28; piramide pentagonal (base es
un pentdgono), figura 29 y asi sucesivamente.

Figura 28 Figura 29

Un cuerpo redondo es un solido que no tiene angulos poliedros.
Se clasifica en tres:

e (ilindros

e Conos

e [Esferas
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Un cilindro es un cuerpo redondo con dos bases congruentes y
paralelas (figura 30).

Un cono es un cuerpo redondo con una base y un vértice (figura
31).

N
Figura 30 Figura 31

Una esfera es el conjunto de puntos del espacio que equidistan
de un punto fijo llamado centro (figura 32).

Figura 32



Acertijos

1. Una persona estaba verificando la fecha en la que habia dado
una conferencia de cuatro dias hace un afio. La hoja en su
libro de anotaciones estaba rasgada y todo lo que quedaba de
la fecha para la reunion era bre 31. ;Cual era el mes del primer
dia de la conferencia?

2. En Villa Légica viven cuatro hombres: el Sr. Delgado, el Sr.
Moreno, el Sr. Franco y el Sr. Rubio. Uno de ellos es delgado,
otro moreno, otro franco y el otro rubio, pero ninguna de las
caracteristicas corresponden con su nombre. Un logico intenta
determinar quién es quién y obtiene la siguiente informacion
parcialmente correcta:

a. ElSr. Delgado es rubio.

b. El Sr. Moreno es delgado.

c¢. ElSr. Franco no es rubio.

d. El Sr. Rubio no es franco.

Si se sabe que tres de las cuatro proposiciones son falsas,
(quién es el moreno?

3. Observe con cuidado las siguientes siete series de nimeros y
escriba las siguientes cinco series de la secuencia.

1

11

21
1112
3112
211213
312213
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4. Un panadero recibe tres cajas: una de margarina en barra,
otra de grasa para pan en barra y, la dltima, de grasa para
pan y margarina. Cada una de las cajas estan etiquetadas,
pero el panadero recibe el aviso de que todas las etiquetas no
corresponden a su contenido. ;Cual es el minimo numero de
barras que tendra que sacar el panadero para saber cual es el
contenido de cada caja?

5. Un expedicionario es capturado por una tribu de salvajes,
cuyo jefe le hace la siguiente oferta: “Uno de estos dos
caminos conduce a la muerte segura y el otro a la libertad.
Puede seleccionar cualquier camino después de interrogar
una sola vez a uno de estos dos guerreros. Le advierto que
uno de ellos siempre dice la verdad y el otro siempre miente”
(Qué pregunta debe hacer el expedicionario para salvarse de
la muerte?
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2.1 LOS NUMEROS NATURALES

6)

® | problema

Una persona ha olvidado la clave electronica de su tarjeta débito.
Recuerda que comienza por 4 y que los tres nimeros restantes
son 1,7y 9, pero no en ese orden.

Responda las siguientes preguntas:

1. ;Cuadles son todas las claves electrénicas que puede formar?
R/

2. ;Existe alguna férmula matemadtica para averiguar cuantas
claves podria obtener?
R/

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
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B Teoria
Definicion:

Un sistema matematico es un sistema que consta de tres partes:

1. Un conjunto de elementos
2. Una o mas operaciones para combinar los elementos, y...
3. Una o mas relaciones para comparar los elementos.

Definicion:

Sea un conjunto S con dos operaciones o, y o,. El sistema <So,, 0,> es
un sistema numérico cuando:

1. Cada una de las operaciones o, y o, es conmutativa y asociativa,

y...
2. Una de las operaciones es distributiva con respecto a la otra.

Un namero es un elemento del conjunto S en un sistema numérico.

Hay infinidad de sistemas numéricos. En esta unidad veremos
los mas usuales: los naturales, los enteros, los racionales y los
reales.

Numeros naturales

El sistema de los niimeros naturales, simbolizado por <N, +, -», com-
prende los niimeros
{1,2,3,4...}




Los NUMEROS NATURALES

Cantidad discreta

La cantidad formada por objetos distintos pero de la misma especie
se llama discontinua o discreta y se aprecia o evalta contando los
objetos de que estd compuesta.

Por ejemplo: se cuentan los alumnos en un salén, los carros en un
parqueadero, etc.

Propiedades de los nimeros naturales

Sean 4, b y ¢ numeros naturales. El conjunto de los nimeros na-
turales tiene las siguientes propiedades:

1. PROPIEDAD CLAUSURATIVA O CERRADURA

1.1 La suma de dos ntimeros naturales es un niimero natural. En
simbolos:Va, be N,a+be N

1.2 El producto de dos niimeros naturales es un nimero natural. En
simbolos:Va, be N,a-be N

Ejemplo 2.1.1

2+5=7 y 2,5,y 7 son numeros naturales.
3x4=12 y 3,4y 12 son nimeros naturales.

2. PROPIEDAD CONMUTATIVA

2.1 El orden de los sumandos no altera el total. En simbolos:
\v a,be Na+b=b+a

2.2 El orden de los factores no altera el producto. En simbolos:
YabeNa-b=b-a
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Ejemplo 2.1.2

3+2=2+3=5 10+15=15+10=25,
1020 + 80 =80 + 1020 = 1100,
4x6=6x4=24, 12x15=15x12=180,
1200 x 100 = 100 x 1200 =120 000.

3. PROPIEDAD ASOCIATIVA

3.1 El total de una suma no varia por la manera en que se agrupen
los sumandos. En simbolos:
Yabce Na+b+c)=(a+b)+c

3.2 El producto de una multiplicacién no varia por la manera en que
se agrupen los factores. En simbolos:
Y abceNa-(b-c)=@-b)c

Ejemplo 2.1.3

4+(6+9)= 4+6)+9 = 4+15=10+9 = 19=19.
5x2x4)= 5x2)x4 = 5x 8=10x4 = 40=40.

4. PROPIEDAD MODULATIVA DE LA MULTIPLICACION

Al multiplicar un namero natural por el uno, se obtiene el mismo
numero natural. En simbolos: Vae N,31e N/a-1=1-a=a

Ejemplo 2.1.4

6x1=1x 6=6, 8x1=1x8=8, 124x1=1x124=124.
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5. PROPIEDAD DISTRIBUTIVA

Para multiplicar una suma indicada por un nimero, se multiplica
cada uno de los sumandos por el nimero y se suman los productos
parciales. Es decir, la multiplicacion se distribuye sobre la suma. En
simbolos:Va,b,ce N,a(b+c)=a-b+a-c

Ejemplo 2.1.5

8x (3+7)=(8x3)+(8x7)=24+56=80.
3(5+a)=3-5+3-a=15+3a.

Ejemplo 2.1.6

Determine si el conjunto A = {1, 2} es cerrado con respecto a la
suma:

+ 1 2
2 3
3 4

Solucion:

El conjunto A no es cerrado con respecto a la suma porque el 3 y
el 4 no pertenecen al conjunto A.

Ejemplo 2.1.7

Determine si el conjunto B = {1, 3} es cerrado con respecto a la
multiplicacion:
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Solucién:

El conjunto B no es cerrado porque no cumple la propiedad
clausurativa, estoes, 3.3=9y 9 ¢ B.

Ejemplo 2.1.8

El siguiente es un rompecabezas numérico, compuesto por ocho
numeros y una casilla vacia. Para desplazarlas de una casilla a
otra han de pasar por la tinica casilla vacia del tablero. ;Es posi-
ble a partir de la configuracion a armar el rompecabezas, es decir,
llevarlo a la configuracién b?

5 3 1 1 2 3
2 8 4 4 5 6
6 7 7 8

Configuracion a
Solucién:

Para determinar si se puede armar el rompecabezas a partir de
la configuracion a, buscamos un invariante del desplazamiento
de las piezas. Yendo de izquierda a derecha, la sucesion de los
numeros de dicha configuraciones:5, 3,1, 2, 8,4, 6, 7. Calculamos
ahora el niimero de inversiones de esta secuencia, es decir, el
numero de veces en que cada cifra precede a otras de menor
valor: (5, 3), (5,1), (5, 2),(5,4), 3, 1), (3,2), (8,4), (8 6),(8,7), un
total de 9 inversiones. Debido a que el numero de inversiones
de la configuraciéon b deseada es 0, o sea, par, y el nimero de
inversiones de la configuracion a es impar, no se puede armar el
rompecabezas a partir de la configuracion a.

Los numeros naturales surgieron de la necesidad de contar, por
lo que existe el teorema fundamental del conteo:
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Teorema fundamental del conteo

Cuando una tarea consiste en k fases separadas, si la primera puede
realizarse en n, formas, la segunda en 7, formas, etc., hasta la k-ésima
fase, que puede hacerse de n, formas, entonces el nimero total de
resultados posibles para completar la tarea esta dado por el producto

nl.nz.ns eee nk

Ejemplo 2.1.9

(Cuantos claves electronicas de cuatro digitos para tarjetas
débito se pueden obtener si se admiten repeticiones? Dé cinco
ejemplos de tales claves.

Solucion:

Los digitos que se escogenson 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8y 9, o sea, diez
digitos.

Como las claves tienen cuatro digitos y se admiten repeticiones
(el digito se puede repetir), ejemplos de claves son: 1458, 7750,
0159, 5881 y 1980.

Para saber cudntas claves se pueden formar, se colocan las cuatro
casillas:

lerdig. 2.°0dig.  3.rdig 4.°dig.

En el primer digito se puede colocar cualquier digito del 0 al 9, o
sea, de diez maneras posibles. Como un digito se puede repetir,
entonces en cada casilla se puede colocar cualquiera de los diez
digitos. Por lo tanto, por el teorema fundamental del conteo:

10 10 10 _ __10__ =10000 claves.
lerdig.  2°dig.  3.dig 4.°dig.
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Ejemplo 2.1.10

Con los digitos 0, 2, 3 y 8 ;cudles son los numeros impares de
tres cifras que se pueden formar si no se admiten repeticiones
de los digitos? Aplique el teorema fundamental del conteo para
verificar la cantidad de los nimeros impares.

Solucion:

El cero a la izquierda no cuenta, por lo tanto la primera cifra sélo
puede ser 2 u 8, pues el 3 es la tltima cifra dado que el niumero
debe ser impar. Por lo tanto, los niumeros impares son: 203, 283,
803 y 823. Ahora aplique el teorema fundamental del conteo
para verificar si efectivamente son cuatro los nimeros obtenidos:

La altima cifra debe ser el 3 puesto que existe sélo una manera de
escogerlo porque el nimero es impar.

La primera cifra no puede ser cero y por eso quedan para escoger
el 8y el 2, 0 sea, dos maneras de seleccionar un namero.

La segunda cifra se puede escoger de dos formas posibles,
porque aunque hay un digito menos (pues se escogié uno para
la primera cifra), el cero si puede estar en la segunda cifra. Por lo
tanto, por el teorema fundamental del conteo:

_2 2 1 =4numeros
lerdig. 2.°dig. 3.~ dig
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Aplicaciones

Una compania tiene tres secretarias y seis vendedores. Si
cada uno de ellos gana $600.000 mensuales, calcule el monto
de la ndmina mensual de varias maneras y especifique qué
propiedades garantizan que el resultado es el mismo.

. Un tendero observo que un estante tenia cuatro anaqueles con

latas de sardinas, cada uno de los cuales constaba de cinco
hileras de tres latas. Contd las que habia en cada fila (3) y el
numero de filas (5) y dedujo que tenia 15 latas por anaquel.
Después multiplic el resultado por el nimero de anaqueles
para obtener el nimero total de latas de sardina. Su hijo se
percaté de que habia cuatro anaqueles, cada uno con cinco
filas. Luego multiplico el resultado por el nimero de latas en
una fila y obtuvo el nimero total de latas de sardinas. ;Cual
de las propiedades garantizan que el resultado es el mismo?
Haga un diagrama del problema.

. Determine si a partir de las siguientes dos configuraciones se

puede armar el rompecabezas numérico:

2 5 1 7 1 5

7 | 6 8 6 8 | 4

3 4 3 2
Configuracion a Configuracion b

Existen figuras que se pueden dibujar sin levantar el lapiz
del papel ni repetir el segmento, es decir, cruzar el segmento
exactamente una vez. Para saber si una figura se puede dibujar
de un solo trazo, debe tener en cuenta lo siguiente:
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Un vértice es par si de él parten un nimero par de caminos.

La figura no se puede dibujar de un solo trazo, sin repetir seg-
mento, si hay mas de dos vértices impares en la figura.

La figura se puede dibujar de un solo trazo, sin repetir segmento, si:

a. Todos los vértices son pares. En este caso el punto de parti-
da puede ser cualquiera.

b. No hay mas de dos vértices impares. En este caso el recorri-
do comienza por uno de ellos y termina en el otro.

Aplique los criterios anteriores para determinar cudles de las si-
guientes figuras se pueden dibujar de un solo trazo y sin repetir
segmento, y cudles no. Indique la secuencia para dibujar las que

si se puedan dibujar con los requisitos establecidos:

5. Las claves para tarjetas débito, tienen cuatro digitos. ;Cuéles
son las claves que se pueden formar con los digitos {1, 3, 6, 8}
si no se admiten repeticiones de los digitos en una sola clave?

6. ;Cudles son los numeros pares de tres cifras que se pueden
formar con los digitos 1, 2, 5 y 8 si no se admiten repeticiones
de los digitos en un mismo ntimero?

7. (Cudles son los nimeros impares de tres cifras que se pueden
formar con los digitos 0, 2, 3 y 7 si no se admiten repeticiones
de los digitos en un mismo niimero?



10.

11.

12.

13.

14.

15

.

16.
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(Cuadles son los numeros de cuatro cifras que se pueden for-
mar con los digitos 0, 5, 6 y 9 si no se admiten repeticiones de
los digitos en un mismo niimero?

. (Cudantos nimeros pares de cuatro digitos se pueden confor-

mar con los digitos 0, 3, 4, 7, 8 y 9 si no se admiten repeticio-
nes? Cite cuatro de tales nimeros.

(Cuantos numeros divisibles entre 3 de tres cifras se pueden
se pueden formar con los digitos 0, 1, 3, 6 y 7 si no se admiten
repeticiones? ;Cudles son esos niumeros?

(Cuantas claves electronicas de tarjetas débito de cuatro di-
gitos se pueden formar con todos los digitos si no se admiten
repeticiones de los digitos? Cite cuatro ejemplos de tales cla-
ves.

(Cuantas placas para carros se pueden formar si estas se
componen de tres letras y tres nimeros, ambas con repeti-
ciéon? Cite cuatro ejemplos de tales placas.

(Cudles son todos los resultados posibles que se obtienen al
lanzar tres monedas?

(Cudles son todos los resultados posibles que se obtienen al
lanzar un dado de cuatro caras si se considera el nimero que
queda oculto? Dibuje en el espacio un dado de cuatro caras.
¢Como se veria el molde en cartulina para hacerlo?

(Cuales son todos los resultados posibles que se obtienen al
lanzar dos dados de cuatro caras cada uno, si se considera el
numero que queda oculto?

Acomode las siguientes tarjetas para formar los nombres de
seis pescados. Cada tarjeta se usa solo una vez:
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| ra || oo || sa | | ro |
| oa || fa || on | | uc |
| | oov || o m || oA
IS

17. ;Cudles son las 36 palabras de cinco letras que se pueden
obtener de la siguiente cruz si se admite que las cinco letras
estén en contacto por los lados y los vértices de cada casilla?
Se admiten repeticiones. Un ejemplo de las 36 palabras es
agata.

T |E

A|M[N]|R
G

| C

18. En una ciudad cuadriculada, como lo muestra la figura 31,
(cuales son los diferentes recorridos que un carro puede hacer
de O a Asi en todas las calles se circula en una sola direccién
y los tinicos caminos a seguir son hacia la cuadricula de la
derecha y hacia la cuadricula de arriba?

A

Figura 31 Figura 32
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19. ;Cuantos cuadrados hay en la figura 31? Explique.

20. ;Cuantos cuadrados hay en la figura 32? Explique.

Ejercicios 2.1

Determine si los conjuntos 1-3 son cerrados o no con respecto a la
operacion especificada. Justifique su respuesta.

1. {D,+), conD={1, 2,3}

QN =+

2. {E,+), con D=1{1, 10}

QN =

D[ ]W(N

(o9 N2 [ = OS]

+ 1 10
1 2 11
10 11 20
3. {E ), conF={2,4)
2 4
2 4 8
4 8 16

4. ;Es el conjunto de los niimeros naturales cerrado con respecto

a la resta? Explique.

5. ;Por qué el conjunto de los nimeros naturales junto con las
operaciones suma y multiplicacion conforman un sistema nu-

mérico?

Describa los elementos de los conjuntos 6-10 y represéntelos en

la recta numérica:
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= {x/x es un nimero deficiente, 2<x <8, x € N}
= {x/x es un namero primo, 4 <x <9, x € N}

={x/x es divisible entre 2, -4 <x <0, x € N}

9. D ={x/x es un nimero abundante, 6 <x <13, x € N}
10. E = {x/x es un niumero compuesto, 10 < x <14, x € N}

6. A
7. B
8. C



2.2 LOS NUMEROS ENTEROS

‘)

® | problema

La longitud es la distancia en grados que hay desde un punto
cualquiera al meridiano de referencia. Va desde 0 grados hasta
180 grados en el sentido oriental y desde 0 grados hasta 180 gra-
dos en el sentido occidental. Se mide sobre el Ecuador y puede
ser oriental u occidental. La mayor importancia de la longitud,
fuera de la ubicacion precisa, es la determinacion de la hora y de la
fecha internacional.

Como para recorrer los 360 grados de un paralelo se requieren 24
horas, para recorrer 15 grados se requiere una hora. Si inicia en
el grado 0 a la hora 0, en el grado 15 de longitud oriental sera la
1, en el grado 30 seran las 2 y asi sucesivamente; en cambio, en el
grado 15 de longitud occidental sera la hora 23, en el grado 30 las
22 y asi sucesivamente.

El cambio de fecha se determina en el grado 180 que queda en el
océano Pacifico. Para la determinacion de la hora y de la fecha in-
ternacional se parte del meridiano inicial, o sea, el de Greenwich
(en inmediaciones de Londres), que es el grado 0. E1 cuadro 1
muestra la longitud aproximada de algunas ciudades:

Cuadron.° 1

Ciudad (pais) Longitud
Bogota (Colombia) 75° Oeste
Buenos Aires (Argentina) 60° Oeste
Nueva York (EE. UU.) 75° Oeste
Alice Spring (Australia) 135° Este
Isla Canarias (Espafa) 15° Oeste

Bagdad (Irak) 45° Este

Continuia...
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Guatemala (Guatemala) 90° Oeste
Los Angeles (EE. UU.) 120° Oeste
Roma (Italia) 15° Este
Nueva Delhi (India) 75° Este
Belo Horizonte (Brazil) 45° Oeste
Guadalajara (México) 105° Oeste
Islas Azores (Portugal) 30°Oeste
White Horse (Canada) 135°Oeste
Ankara (Turquia), El Cairo (Egipto) 30°Este
Zahedon (Iran) 60° Este
Manila (Filipinas) 120° Este
(Bangkok) Tailandia 105° Este
Lhasa (China) 90° Este

Responda las siguientes preguntas:

1. Organice en una recta real la diferencia horaria de las

diferentes ciudades resefiadas en el cuadro 1.

R/

2. Si en Bogota son las 3:00 p.m., ;qué hora es en Roma? ;Y en

Los Angeles? ;Y en Bangkok?
R/

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
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M
M e
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== | Teoria

Numeros enteros

El sistema de los niimeros enteros, simbolizado por (Z,+ ) compren-

de los nameros {...,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4...}

El sistema de los niimeros enteros, ademas de cumplir con las
cinco propiedades (clausurativa, conmutativa, asociativa, modu-
lativa para la suma y distributiva) que tienen los nimeros natu-
rales para la adicion, también verifican otras propiedades.

La existencia del cero en los niimeros enteros hace que la pro-
piedad modulativa se extienda a la suma:

6. Propiedad modulativa de la multiplicacion

Al sumar un naimero entero con el cero, se obtiene el mismo niimero
entero. En simbolos:

VYVae Z,30e€ Zla+0=0+a=a

Ejemplo 2.2.1

2+0=-2, -25+0=-25, 279 + 0 =279

Y una propiedad adicional para la adicion:

7. Propiedad del inverso aditivo

Al sumar un ntimero entero con su opuesto aditivo, el total es cero
(0). En simbolos:
Vae Z 3 (-a)e Zla+ (—a)=(-a)+a=0

97



98

Matematicas basicas

Ejemplo 2.2.2
3+(-3)=0, 65 + (-65) =0, 489 + (-489) =0
Ejemplo 2.2.3

Determine si el conjunto A = {0,1} es un cerrado respecto a la
suma:

+ 0
0 0 1
1 1

Solucioén:
El conjunto A no es cerrado con respecto a la suma porque 2¢ A.
Ejemplo 2.2.4

Determine si el conjunto A = {0, 1} es cerrado respecto a la multi-
plicacién:

Solucién:

El conjunto A es cerrado con respecto a la multiplicacion porque
todos los productos entre 0 y 1 son 0 y 1 y estos pertenecen al
conjunto A.

Ademas de las seis (6) propiedades resefiadas anteriormente,
existenotras propiedades quesondemostrables. Esas propiedades
se denominan teoremas. Un teorema es una proposicion que
debe ser demostrada; consta de hipdtesis (lo que se conoce), tesis
(lo que se desea demostrar) y la demostracion. En este libro no
se demostraran los teoremas, sélo se aplicaran en la solucion de
los ejercicios.
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Algunos de los teoremas que se van a utilizar son los siguientes:

TEOREMA 1

Propiedad uniforme aditiva:

Si a ambos miembros de una igualdad se le suma una misma
cantidad, la igualdad no varia. En simbolos:
Sia=bentoncesa+c=b+c

Ejemplo 2.2.5

Si3 =3, entonces 3 +8=3+8, osea, 11 =11, laigualdad se man-
tiene.

TEOREMA 2

Propiedad uniforme multiplicativa:

Si a ambos miembros de una igualdad se le multiplica una misma
cantidad, la igualdad no varia. En simbolos:
Sia=bentoncesa-c=b-c

Ejemplo 2.2.6

Si 25 = 25 entonces 25 x 2 =25 x 2, o sea, 50 = 50, la igualdad se
mantiene.

TEOREMA 3

Propiedad anulativa:
Al multiplicar cualquier nimero por cero, el producto es cero. En

simbolos: a-0=0

Ejemplo 2.2.7
5x0=0, -58 x0=0, 389 x0=0.

El siguiente ejemplo muestra cémo se aplican las propiedades
para deducir que mas por menos es menos:

9
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Ejemplo 2.2.8

(Por qué 4(-5) =-20?

S

olucion:

La siguiente respuesta no es una demostracion porque no se
generaliza para cualquier nimero entero, solo responde a la
pregunta planteada de manera deductiva:

E

1
2
3
4
5.
6
7
8
9

.4-0=4-0
. 4[5+(-5)]=4 - 0
. 4-5+4(=5)=4 - 0
. 4 5+4(-5)=0
20+4(-5)=0

. 0+4(=5)=0+(-20)
. 4(=5)=—20

jemplo 2.2.9

Toda cantidad es igual a si misma.
Propiedad del inverso aditivo
Propiedad distributiva.
Propiedad anulativa.

Propiedad clausurativa.

. 20+(-20)+4(-5)=0+(-20)  Propiedad uniforme aditiva.
. [20+(-20)]+4(-5)=0+(-20) Propiedad asociativa.

Propiedad del inverso aditivo.
Propiedad modulativa de la suma.

Obtenga el valor de x utilizando las propiedades de los nimeros
en la ecuacion 4 — (2 —x) =12

S

100

PN RPN

olucién:

4-(2-x)=12
4-2+x=12

2+x=12
2+(=2)+x=12+(-2)
[2+(=2)]+x=12+(-2)
0+x=12+(-2)
x=12+(-2)

x=10

Dado.

Propiedad distributiva.
Propiedad clausurativa.
Propiedad uniforme aditiva.
Propiedad asociativa.

Propiedad del inverso aditivo.
Propiedad modulativa de la suma.
Propiedad clausurativa.



Los NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 2.2.10

El A ABC es isosceles, con AB=BC=4 cm y AC=x cm. Si AC se
incrementa en 2 cm, el perimetro del A ABC serd de 15 cm. ;Cudl
era la medida inicial de AC? Especifique las propiedades em-
pleadas para responder a la pregunta.

Solucion:
B

4 cm 4 cm

A xcm C
1. 4+4+x+2=15 Definicion de perimetro.
2. 10+x=15 Propiedad clausurativa.
3. 10+ (-10) + x =15+ (-10) Propiedad uniforme aditiva.
4. 0+x=15+(-10) Propiedad inverso aditivo.
5. x=15+(-10) Propiedad modulativa de la suma.
6. x=5 Propiedad clausurativa.

Por lo tanto, el lado AC medjia inicialmente 5 cm.

Aplicaciones

1. Las escalas de temperatura Celsius y Fahrenheit estan relacio-
nadas de tal forma que a un aumento de 5°C le corresponde
un aumento de 9°F o0 a una disminucién de 5°C le corresponde
una disminucion de 9°F. El punto de congelacion del agua es
de 0°C ¢ 32°F y el punto de ebullicion de 100°C 6 212°F. Para
responder a cada una de las siguientes preguntas, dibuje la
recta real con una escala adecuada.
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a. ;Qué temperatura en la escala Fahrenheit le corresponde a
una temperatura de -25°C?

b. ;Qué temperatura en la escala Celsius le corresponde a una
temperatura de 77°F?

c. (Qué temperatura en la escala Fahrenheit le corresponde a
una temperatura de 30°C?

d. ;Qué temperatura en la escala Celsius le corresponde a una
temperatura de -13° F?

. Lasescalas de temperatura Celsius y Kelvin estan relacionadas

de tal forma que a un aumento de 1°C le corresponde un

aumento de 1°K o a una disminucion de 1°C le corresponde

una disminucion de 1°K. El punto de congelacion del agua es

de 0°C o 273°K. Para responder a cada una de las siguientes

preguntas, dibuje la recta real con una escala adecuada.

a. ;Qué temperatura en la escala Kelvin le corresponde a una
temperatura de -5°C?

b. ;Qué temperatura en la escala Celsius le corresponde a una
temperatura de 275°K?

¢. ;Qué temperatura en la escala Kelvin le corresponde a una
temperatura de 4°C?

d. ;Qué temperatura en la escala Celsius le corresponde a una
temperatura de 268°K?

3. Enel A DEF, DE=5 cm, EF= 6 cm y DF=x cm. Si DF se in-

102

crementa en 4 cm, el perimetro del A DEF sera de 17 cm.
(Cudl era la medida inicial de DF ? ;Qué tipo de tridngulo es
el A DEF antes y después del incremento de DF? Especifique
las propiedades empleadas para responder a la pregunta.

En el A MNO, MN=NO=8 cm, y MO=x cm. Si MO se incre-
menta en 5 cm, el perimetro del A MNO sera de 24 cm. ;Cudl
era la medida inicial de MO? ;Qué tipo de tridngulo es el A
MNO antes y después del incremento de MO? Especifique las
propiedades empleadas para responder a la pregunta.

Para que un cuadrildtero sea un paralelogramo, los lados
opuestos deben ser congruentes. Determine el valor de x
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para que el cuadrildtero ABCD, con AB=CD=6 cm, BC=(2x+4)
cm y AD=(x+5) cm sea un paralelogramo. Especifique las
propiedades aplicadas para responder a la pregunta. ;Qué
tipo de paralelogramo result6?

En el trapecio PQRS con PS || QR , PQ=(x+3) cm, RS=(2x+1)
cm, QR= 6cm y PS=8 cm. Determine el valor de x para que
el trapecio PQRS sea isdsceles. Especifique las propiedades
aplicadas para responder a la pregunta.

En una ciudad determinada, la temperatura disminuyé 8°C
por una lluvia repentina y luego subio6 6°C por la reaparicion
del sol. Si la ultima temperatura es de 37°C, ;cudl era la
temperatura inicial? Especifique las propiedades aplicadas
para responder a la pregunta.

Usted fue a jugar a la ruleta tres veces en un casino. En la
primera, perdid $3000, en la segunda gand $4000 y en la ter-
cera perdid $2000. ;Terminé ganando o perdiendo dinero?
Justifique su respuesta.

En la siguiente recta, coloque los numeros del -7 al 10.

4
N

v

Una persona comienza su paseo en el cero (0). En cada
ocasion, antes de decidir en qué sentido dara el paso
siguiente, la persona lanza una moneda: si sale cara dara
un paso a la derecha; si sale sello, un paso a la izquierda.
La caminata termina cuando la persona llega al -7 o al 10.
(Donde terminard la caminata? Explique su respuesta.

Dos personas, A y B, deciden realizar el siguiente juego: El
jugador A comienza con un capital de $7000, y el jugador
B, con $10000. Van apostando sistematicamente a “cara o
sello”. Cuando sale cara, B le paga $1000 a A; por cada sello,
Ale paga $1000 a B. El juego termina cuando uno de los dos
jugadores se queda sin dinero. ;Quién ganara el juego?
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Ejercicios 2.2

1. ;Es el conjunto de los numeros enteros, junto con las operacio-
nes suma y multiplicacion, un sistema numérico? Explique.

2. ;Es el conjunto de los nimeros enteros cerrado con respecto a
la division? Justifique.

3. (Es la resta en los enteros una operacion conmutativa? ;Por
qué?

En las expresiones 4-10 obtenga el valor de la variable x aplicando
las propiedades pertinentes:

x-20=15

2x - (6+x)=-10

3x — (45 + 2x) = 60

—5x — (=75 — 6x) = 120
8x — (—20 +7x) = 14
10x — (9x +27) =21

10. 20x - (40 - 21x) = 100

© o N w e

Describa los elementos de los conjuntos 11-15 y represéntelos en
la recta numérica:

11. A = {x/x es primo o compuesto, 2<x <5, x € Z}
12. B={x/x es par o impar, 3<x <8, x € Z}
13.C={x/0<x<1,xe Z}

14. D={x/—2<x<4,x e Z}

5.E=

1 x/4<x<2,xeZ}
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Problema

Las pinturas vienen envasadas en varias presentaciones: 1 cufiete
(5 galones), 1 balde ( 2 cunete), un galén, medio, un cuarto, un
octavo, un dieciseisavo y un treintaidosavo de galén.

Responda las siguientes preguntas:

1. Usted comproé por equivocacion un dieciseisavo de galon, pero
lo que necesitaba era medio galén. ;Qué cantidad de pintura
debera comprar para completar el faltante? Escriba todas las
operaciones efectuadas para responder a la pregunta.

R/

2. ;Cuantas veces cabe un treintaidosavo en un cuarto? Expli-

que.

R/

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
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M e

e

M
M

M

Teoria

Cantidad continua

La cantidad formada de un todo sin distincion de partes se llama
continua y se aprecia midiéndola, para lo cual hay que compararla
con otra cantidad conocida y de la misma especie.

Por ejemplo, se mide la altura de una pared, el peso de un objeto, la
capacidad de un balde, etc.

Numeros racionales

Los ntimeros racionales, denotados por Q, son

Q={x/x=%,an,beZ,b¢O}.

Esto nos dice que la divisién por cero no esta definida.

Losntmerosracionales, ademas de cumplir todaslas propiedades
que tienen los nimeros enteros, también verifican la siguiente

propiedad:

8. Propiedad del inverso multiplicativo

El producto de todo ntiimero racional con su inverso multiplicativo
es uno. En simbolos:

1 1 1
VaeQ,I—eQ/a-—=—-a =1
a a a

Ejemplo 2.3.1

1 1
8-l=1 —34.— =1 120.L:1 —-1789 - =
8 - 34 120 -1789

s 7 7
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Ejemplo 2.3.2

La probabilidad de un evento A se define como la razén del nu-
mero de resultados favorables del evento A y el nimero total de
resultados posibles del evento A. A este ultimo conjunto se le
llama espacio muestral y usualmente se simboliza con la letra S.
En simbolos:

nimero de resultados favorables n(A)

P(A) =
numero total de resultados n(S)

Calcule la probabilidad de que al lanzar dos dados la suma de
los niimeros obtenidos sea cinco.

Solucion:

Sea el evento A: la suma de los nuimeros obtenidos al lanzar dos dados
es cinco. Debemos calcular P(A).

El nimero de puntos del espacio muestral es por el teorema fun-
damental del conteo: 6 x 6 =36, porque cada dado tiene seis caras
y son dos dados. Luego 1(5)=36. De esas 36 posibilidades, las pa-
rejas cuyos componentes suman cinco son cuatro: (1, 4), (4, 1), (2,
3) y (3, 2). Por lo tanto:

Lo anterior quiere decir que en 1 de 9 lanzamientos de un par
de dados, la suma de los nimeros obtenidos es cinco. Algunas
veces la probabilidad se da como razén y en otras ocasiones co-
mo numero decimal.
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Interpretacion: de 100 lanzamientos de un par de dados, aproxi-
madamente en 11 6 12 veces la suma de los niimeros obtenidos
es cinco.

Ejemplo 2.3.3

En una taza estdndar cabe un cuarto de litro de agua. ;Cudantas
tazas de agua se deben echar para llenar una botella de un litro

y medio? \Q

Qo

Solucion:

Planteamos una regla de tres simple directa:

1
1 taza ----------- -1

4

1,51-1t
De donde: X = liaza = 6 tazas .

—1

4
Para llenar la botella de litro y medio se deben echar 6 tazas de
agua.

Ejemplo 2.3.4

El simbolo %, que se lee por ciento, se utiliza con frecuencia para
indicar la division de un nimero entre 100.

Una placa metdlica cuadrada tiene 2 cm de longitud. Por accién

del calor, la placa se ha dilatado de tal forma que el lado aumenté
un 5%. jCudl es el drea de la placa dilatada?
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Solucion:

2 cm 2cm +(0,5)2 cm

Como el lado de la placa aumenté un 5%, se debe calcular el 5%
de 2 y sumarselo:

2x5%=0,1 entonces la longitud del lado de la placa dilatada es
(2+0,1) cm=2,1 cm.

El drea de un cuadrado es (lado)? luego: A = (2,1)? = 4,41cm>
El area de la placa dilatada es 4,41 cm?.

Ejemplo 2.3.5
El drea de un tridngulo es 18 cm?, la base mide 6 cm y su altura

(x+2) cm. Determine el valor de la altura del tridngulo. Especifique
las propiedades aplicadas.

Solucién:
x+2 |
6 cm
6 2
1. (X2+ ) _ 18 Formula del area de un triangulo.

2. (g)(x +2)=18 Propiedad asociativa.

3. 3(x+2)=18 Propiedad clausurativa.
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4. %~3(x +2)= %-18 Propiedad uniforme de la multiplicacion.
5. (; : 3J(X+ 2) = % -18 Propiedad asociativa.

6. 1(x+2)= %18 Propiedad del inverso multiplicativo.

7. x+2=1.18 Propiedad modulativa

3 de la multiplicacion.
8. X+2=6 Propiedad clausurativa.
9. x+2+(-2)=6+(-2) Propiedad uniforme de la adicion.
10.x+0=6+(-2) Propiedad del inverso aditivo.
11.x=6+(-2) Propiedad modulativa de la suma.
12.x=4 Propiedad clausurativa.

Luego la altura del tridngulo mide (4+2) cm = 6 cm.

Aplicaciones

1. Un mecanico tiene un juego de llaves para tuercas que van de
Y2 de pulgada hasta 1%z de pulgada, variando la medida cada
}s de pulgada.

a. Si una llave de %2 pulgada es demasiado pequena y la de
% de pulgada es demasiado grande para una cierta tuerca,
(qué tamano de llave se necesita para este caso?

b. Cuando una llave de % de pulgada es demasiado pequena
y una de % es demasiado grande, ;qué tamafio se requiere?

c. Para apretar una cierta tuerca, la llave de 1% de pulgada
es demasiado grande y la de 1% de pulgada es demasiado
pequena. ;Qué tamaro de llave se necesita?

d. ;Qué tamano de llave se necesita para apretar una tuerca,
sabiendo que la de 1% de pulgada es demasiado grande y
la de 1% de pulgada es demasiado pequena?
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. Un estuche tiene trece brocas para taladro, cuyos calibres van
desde ¥4 hasta 2 de pulgada. Si el calibre de las barrenas se
incrementan en un nimero constante, ;cudl es el calibre de las
tres brocas restantes? Represéntelas en la recta real.

. Una escalera tiene nueve peldanos que disminuyen unifor-
memente de 24 pulgadas en la base hasta 18 pulgadas en la
parte superior. Calcule la longitud de los siete escalones in-
termedios.

. Ana se comidé un octavo de pudin; Berta, tres octavos; y Car-
men, un cuarto. ;Cudanto le quedé a Diana?

. Dos ciudades se encuentran a 240 Km de distancia. Un co-
merciante recorre un dia 1/ de esa distancia, otro dia % y el
tercer dia /s de la misma. ;Qué distancia le falta por recorrer?

Edna compro tres bolsas de naranjas, cada una con tres do-
cenas de naranjas. Obsequi6 el contenido total de una bolsa
y tres cuartos de otra a su mam4, y media bolsa de otra a su
hermana. ;Con cuantas naranjas se quedo?

Al morir, un granjero heredo6 17 caballos para repartirlos en-
tre sus tres hijos. Al mayor le corresponde la mitad de los
caballos; al segundo, la tercera parte, y al menor, la novena
parte. Eljuez que se encargo del reparto sumo su caballo a los
17 que habia dejado al granjero y los reparti¢ segun el testa-
mento. ;Perdio el juez su caballo en el reparto? Justifique.

El padre de dos hijos tiene una finca cuadrada de un kil6-
metro de lado. De ese terreno, le cede a un hijo un lote rec-
tangular que mide ¥ de Km de longitud y 2 Km de anchura,
y al otro hijo el resto. ;Qué fracciéon de un Km? representa el
terreno del primer hijo? ;A cual le tocd el mayor terreno?

Recorte en cartulina doce cuadrados de 3cm de lado. Si los
doce cuadrados es la unidad, ;jcuantos cuadrados son % de 1/5?
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10.

11.

12.

13

14.

15.

112

(codmo se interpreta con los cuadrados V2 entre ¥4? Argumen-
te sus respuestas.

El piso de un cuarto rectangular mide 7/, por 4 metros. Si el
piso se va a embaldosinar con un mosaico de 30 por 30 cm,
(cuantos metros cuadrados de mosaico se debe comprar?
(cuantas baldosas cubriran el piso?

(Cudntas vueltas deben darse a un tornillo de 1 %2 pulgada
para que penetre totalmente en un tablon si en cada vuelta
penetra 3/, de pulgada?

Usted cogi6 % de 2/; de litro de agua y lo vacié en un reci-
piente con capacidad de 1/, de litro. ;Cupo toda el agua en el
recipiente de 1/, de litro?

. Usted cogid % de 2/; de galdn de agua y lo vacid en un reci-

piente con capacidad de Y4 de galon de agua. ;Cupo toda el
agua en el recipiente de ¥4 de galdon? Especifique las operacio-
nes que debe realizar para responder a la pregunta y justifi-
quelas. Si cupo toda el agua, ;qué fraccion del recipiente que-
da vacio? ;Qué fraccién del recipiente queda lleno de agua?
Si no cupo toda el agua, ;qué fraccion de galén de agua no
cabe en el recipiente? ;Qué fraccion cabe en el recipiente?

Se lanzan dos dados. Calcule la probabilidad (interprete el
resultado) de que:

Los dos nameros obtenidos sean pares.

Los dos numeros obtenidos sean primos.

La suma de los niimeros obtenidos sea multiplo de 3.

La suma de los nimeros obtenidos sea divisible entre 6.
El producto de los niimeros obtenidos sea menor o igual
que 15.

o on o

Lance un dado doce veces o dos dados seis veces y llene la
siguiente tabla:
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=]

Frecuencia absoluta Frecuencia relativa

La frecuencia absoluta es el nimero de veces que obtuvo una
cara del dado y la frecuencia relativa es la razon de la frecuencia
absoluta y el numero total de lanzamientos.

La suma de todas las frecuencias absolutas debe dar el nimero
total de lanzamientos y la suma de todas las frecuencias relativas
debe ser 1. A la frecuencia relativa se le denomina probabilidad
empirica.

La probabilidad tedrica de que se obtenga un nimero al lanzar
un dado es 1/¢. ;Coincide este valor con la probabilidad empirica
obtenida en el experimento? Explique.

16. Se lanzan tres monedas. Calcule la probabilidad (interprete el
resultado) de que
a. Se obtenga una cara.
b. Se obtengan dos sellos.
c. Se obtengan tres caras.

17. Lance una moneda seis veces y llene la siguiente tabla:

Resultado Frecuencia absoluta Frecuencia relativa

Cara
Sello

La probabilidad tedrica de obtener cara al lanzar una moneda
es Y2y la probabilidad tedrica de que salga sello también es V5.
(Coinciden estos valores con los obtenidos en la probabilidad
empirica? Explique.
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18. Sin incluir las series, ;cudl es la probabilidad de ganarse la
loteria?

19. En una encuesta realizada a los alumnos de una institucion
educativa sobre si se habian vacunado contra la hepatitis A y
la hepatitis B arrojo los siguientes resultados (figura 33):

A B

150 45 86

347

Figura 33

a. ;Qué porcentaje de alumnos se vacuno contra la hepatitis
A?

b. ;Qué porcentaje de alumnos se vacun6 contra la hepatitis
B, pero no contra la A?

¢. (Qué porcentaje de alumnos estd vacunado contra la he-
patitis Ay B?

d. ;Qué porcentaje de alumnos no se ha vacunado contra la
hepatitis A ni contra la hepatitis B?

20. La empresa de servicio de telefonia territorial tiene un plan
ilimitado local por un valor de $48 000 mensuales. En el plan
basico, el minuto tiene un valor de $48 en el estrato 3 y el
cargo fijo respectivo, un valor de $15 990. Si usted consumio
en un mes 522 minutos, ;cudl plan le conviene mas? Tenga en
cuenta que el 1va para cualquier plan es del 16%.
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En una encuesta realizada sobre quién ganara el proximo
partido entre Junior y Millonarios los resultados fueron: gana
Junior: 48%. Empate: 25%. Pierde Millonarios: 37%. En esos
resultados hay tres errores. ;Cuédles son?

Un litro de leche pesa 1000 gramos. Si la leche contiene el 14%
de su peso en crema y que la crema da un 36% de su peso en
mantequilla, ;Cudntos gramos de mantequilla se obtienen de
300 litros de leche?

La base de un rectangulo mide 10 cm y su altura (x + 4) cm.
Si el area del rectangulo es 135 cm? determine el valor de la
altura aplicando las propiedades pertinentes.

El drea total de un prisma cuadrangular se calcula con la
formula A, = P(h+a ), donde P es el perimetro de la base del
prisma, h la altura y 4, la apotema de la base. Si el area total
es de 240 cm?, la arista de la base mide 6 cm y la altura (x +
3) cm, calcule el valor de la altura del prisma aplicando las
propiedades pertinentes.

El volumen de una piramide hexagonal se calcula con la for-
mula V = 1/; (drea de la base) h, donde h es la altura de la pira-
mide. Si la altura de la pirdmide mide 8 cm y el volumen es
de 110 cm?, calcule el area de la base de la piramide aplicando
las propiedades de los racionales.

Una pluma gotea y llena unrecipiente de 375 cm®de agua en 45
segundos. ;Cudntos metros cubicos de agua se desperdician
en un mes?

Un corazon sano pulsa de 70 a 90 veces por minuto. Calcule
el nimero de pulsaciones durante la vida de un individuo
que llega a los 80 afios de edad.

Un analgésico pedidtrico establece en su administracion y
dosis que a los nifios menores de tres meses se deben sumi-
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nistrar dosis entre 5 miligramos y 10 miligramos por kg de
peso. Si 30 gotas hacen 1 mililitro, ;cudntas gotas se le deben
dar a un bebé de dos meses que pesa 5 kilos?

Una empresa de servicio eléctrico de una ciudad le realiza
la lectura del contador de luz a un usuario, obteniendo los
siguientes datos:

Fecha Lectura
27 de agosto 00553 Kwh
30 de agosto 00571 Kwh
4 de septiembre 00605 Kwh

El recibo de pago le lleg6 al usuario con una lectura de 00638
Kwh, realizada el 9 de septiembre, pero la empresa no dejo
constancia de la lectura, hecho que motivo el reclamo del
usuario, quién alegd que le estaban cobrando de mas. ;Tiene
la razén el usuario? Explique su respuesta.

Un tarro de leche en polvo tiene las siguientes indicaciones
para preparar un vaso de leche de 225 ml: “Vierta en un vaso
190 ml de agua y agregue 3 medidas (incluida en la lata) o
45,4 g de producto”. Si usted dispone de un vaso medidor
graduado en onzas, jcuantas onzas de agua deberdn em-
plearse para una medida de leche en polvo?

Ejercicios 2.3

1.

116

¢El conjunto de los ntimeros racionales con las operaciones
suma y multiplicaciéon forman un sistema numérico? Justi-
fique.

(Cual de las siguientes proposiciones son ciertas?

13 1 2 1 7 15 2 41

a. 13 1 b. 2 _13 c. S d. 2__4
3

23 743 8 17 - 61

Represéntelos en la recta real.
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. Ordene los numeros Y4, 7/, 9/»s en orden creciente. Repre-
séntelos en la recta real.

. Determine cuatro nimeros racionales entre Y4 y 1/,. Ordénelos
en orden creciente y represéntelos en la recta real.

. Determine cuatro ntimeros racionales entre 1/,,y 1/,5. Ordénelos
en orden creciente y represéntelos en la recta real.

. Determine cuatro niimeros racionales entre %2y ¥4. Ordénelos
en orden creciente y represéntelos en la recta real.

. Determine cuatro nimeros racionales entre — s y — ¥2. Ordé-
nelos en orden creciente y represéntelos en la recta real.

. Obtenga en cada caso el valor de la variable x aplicando las
propiedades de los numeros:

a. 4x-20=15
b. 2x — (6 + 3x) =-10
c. 6x—(-20+10x)=18

d. 10x—§(13x+30)=27

e. —20x—§(40—25x) =-100

. Llene los lugares vacios en el siguiente cuadro magico para
que las sumas de los niimeros de cada fila sean iguales. Luego
halle la suma de los nimeros en cada columna y en cada
diagonal.

-

1
4 11

—_
—

A=
A=
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10. Complete los siguientes crucinimeros colocando en cada
cuadro la fraccion que corresponda:

+

—+ =

N
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Uno de los problemas famosos de las matematicas a nivel
elemental es el que propuso Leonardo de Pisa (Fibonacci) en su
libro Liber Abaci (1202). El enunciado es el siguiente:

Se coloca un par de conejos en una jaula. Durante el primer mes,
los conejos no se reproducen; pero a partir de entonces, cada mes
procrean un nuevo par de conejos. Si cada nueva pareja se repro-
duce de la misma manera, ;cudntos pares de conejos habran al
final de un ano?

Responda las siguientes preguntas:

1. Complete la siguiente tabla, que corresponde a los pares de
conejos en el n-€ésimo mes:

10 12

n

2. ;Qué patrdén o regla usd para completar la tabla?
R/

3. Complete la siguiente tabla:

a a a a

2 3 4 5

a, a, a, a,

1 2
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’ 4 an
4. ;Qué sucede con la razén —-?
a

R/ n-1

5. Tome su documento de identidad y calcule la razon de la me-
dida del ancho (altura) y el largo (base). Escribala.
R/

6. Seleccione una tarjeta de minutos para telefonia celular pre-
pago y calcule la razoén de la medida del ancho y el largo.
Escribala.

R/

7. (Los nameros calculados en las preguntas 5 y 6 que particu-
laridad tienen? ;Guarda relacion con algin nimero de la
segunda tabla?

R/
No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
Teoria

En la seccion anterior se vio que los nimeros racionales son los
numeros de la forma:

Q={x/x=>,ae€Z,beZb=0}. A cada ntimero racional le corres-
ponde un punto en la recta real, pero quedan “vacios” o puntos
de larecta alos que no les corresponde un nimero. Esos “vacios”
van a ser ocupados por un conjunto de niumeros denominados
nameros irracionales.
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Numeros irracionales

El conjunto de los niimeros irracionales es el conjunto de niimeros
e a .
que no se pueden escribir de la forma = . Por ejemplo:

{JE, \/5, i/g, e, T, ...}

El conjunto de los niimeros irracionales se denotara como Q".

Lo anterior indica que el conjunto de los nimeros reales es la
unién de los nimeros racionales con los irracionales, es decir: R

-QuQ.

Para construir un niimero irracional, por ejemplo V2, siga las si-
guientes instrucciones:

1. Divida la siguiente recta en una escala de centimetros y
coloque los numeros -2, -1, 0, 1, 2, 3.

A
\/

2. Sobre el punto de coordenada 1 (denominelo A), construya un
segmento perpendicular ABde longitud 1 cm.

3. Una el punto B con el 0 para formar un tridngulo rectangulo.

4. Con un compas, haga centro en 0 y radio 0B, trace un arco que
corte a la recta en el punto C. La longitud de 0 a C es v2. ;Por
qué?

5. Explique como haria para construir V3.

El conjunto de los nimeros reales, junto con las operaciones suma
y multiplicacion, forman un campo que cumple las siguientes
propiedades:

1. Propiedad clausurativa o cerradura
1.1 La suma de dos ntimeros reales es un ntmero real. En
simbolos:
Yabe R a+be R
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1.2 El producto de dos niimeros reales es un nimero real. En
simbolos:
VabeRabeR

. Propiedad conmutativa

2.1 El orden de los sumandos no altera el total. En simbolos:
Yabe R a+tb=b+a

2.2 El orden de los factores no altera el producto. En simbolos:
VabeRa-b=b-a

. Propiedad asociativa

3.1 El total de una suma no varia por la manera como se
agrupen los sumandos. En simbolos:
VabceRa+(b+c)=(@+b)+c

3.2 El producto de una multiplicacion no varia por la manera
como se agrupen los factores. En simbolos:
VabceRa-(b-c)=@@-b)-c

Propiedad modulativa

4.1 Al sumar un niimero real con el cero, se obtiene el mismo
numero real. En simbolos:
YVae R, 40e R/a+0-0+a=a

4.2 Al multiplicar un ntimero real por el uno, se obtiene el
mismo numero real. En simbolos:
Yae R, dle R/la-1=1-a=a

Propiedad del inverso

5.1 Al sumar un namero real con su opuesto aditivo, el total
es cero (0). En simbolos:
Vae R 3(-a)e Rla+(-a)=(—a)+a=0

5.2 El producto de todo ntimero real con su inverso multi-
plicativo es uno. En simbolos:

Va eR,EIleR/a-l:l-azl
a a a

. Propiedad distributiva

Para multiplicar una suma indicada por un ntimero, se mul-
tiplica cada uno de los sumandos por el niumero y se suman los
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productos parciales. Es decir, la multiplicacion se distribuye
sobre la suma. En simbolos:
VabceRa-(b+tc)y=a-b+a-c

Un resumen de los teoremas de los nimeros reales es la siguiente
lista:
1. Propiedad anulativa:2-0=0
2. Propiedad uniforme aditiva: Sia="bentoncesa+c=b+c
3. Propiedad uniforme multiplicativa: Si a = b entonces a-c = b-c
4. Propiedad cancelativa aditiva: Sia+c="b+centoncesa =b
5. Propiedad cancelativa multiplicativa: Si a-c = b-c entonces a=b
6. Teorema de los signos:

6.1 a (-b)=-ab

6.2 (—a)b=-ab

6.3 (-a) (-b)=ab

Sien 6.1 se reemplaza b por 1, se obtiene el teorema 7:
7.a-(-1)=-a
8. —(-a)=a
9. (a)y'=a

Ejemplos de aplicacion de los teoremas anteriores son los si-
guientes:

Ejemplo 2.4.1
e Six+2=y+2, entonces x=y por la propiedad cancelativa.

.1
e Sig—=6-

1 11 . .
o entonces — = o por la propiedad cancelativa.
a a

® (-5)4=-20=(-4) 5 por el teorema de los signos.

La sucesion de nameros dada al inicio de esta seccion se deno-
mina la sucesion de Fibonnaci y esta relacionada con el nimero
de oro o la razén 4urea.

La secuencia de Fibonacci se encuentra en la naturaleza (espira-

les de una margarita, patron de reproduccion de abejas obreras
machos, pinas de pino, etc.).
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El nimero de oro, simbolizado, por ®, es el numero

1+\/§
2

b= ~1,618033989... cuya aproximacion se obtiene de la ra-

z6n % de los términos de la sucesion de Fibonacci. Este nu-
an—]

mero también se encuentra en la naturaleza (contorno espiral de
las conchas , botdnica) y en el cuerpo humano (razén entre la
estatura y la altura cabeza-ombligo). Fue tomado como referen-
cia por la arquitectura de Stonehenge de los siglos xx y xv1 a. C.
El nimero de oro también fue tomado como referencia por los
arquitectos griegos del siglo v a. C., tanto es asi que el Parte-
non, en Atenas (figura 34), es un ejemplo del sistema griego de
proporciones.

Figura 34

Otro numero irracional famoso es el niumero pi, 7, cuyo valor
aproximado es 3,141592654..., y que se obtiene tedricamente de
la razon de la longitud o perimetro de una circunferencia y el
didmetro. Su historia se remonta desde el Papiro de Rhind (1700
a. C.), pero en sus inicios el nimero pi no tenia nombre y su valor
inicial no era el actual. Por ejemplo, en la Biblia en el libro 1 de los
Reyes, capitulo 7, versiculo 23 aparece el siguiente texto:

“Hiram hizo después una enorme pila de bronce para el agua. Era re-
donda, y media cuatro metros y medio de un borde al otro. Su altura
era de dos metros y veinticinco centimetros, y su circunferencia de trece
metros y medio”, de donde se deduce que “pi” tenia un valor de 3.
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Arquimedes (215 a. C.) aproxima su valor por exceso y por de-
fecto, al inscribir y circunscribir poligonos regulares en una cir-
cunferencia, y obtiene que su valor esta entre 223/71 = 3,14084 y
22/7 = 3,14285.

Solo desde el siglo xvirlarazon entre el perimetroy el didmetro de
una circunferencia se convirtié en un nimero y fue identificado
con el nombre “pi” (de periphereia, Ilepipetpov nombre que los
griegos daban al perimetro de un circulo). Llevd largo tiempo
demostrar que pi era un irracional, como infinita es la posibilidad
de encontrarle un nuevo decimal.

Ejemplo 2.4.2

Calcule el volumen de un cono que tiene de altura 8 cm y de ra-
dio 2 cm. Escriba la solucion con nimeros irracionales.

Solucion:

El volumen de un cono (figura 35) se calcula con la formula V =
1/ 3 1> h, donde r es el radio de la base y £ la altura.

Reemplazando valores: V = 1/; © (2cm)? (8 cm), V = 1/3 7t (4cm?)
(8cm) =32/3 71 cm?.

Figura 35
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Ejemplo 2.4.3

Un envase cilindrico tiene un area lateral de 907t cm?, un radio de
3 cm y una altura de (x+5) cm. Calcule el valor de la altura apli-
cando las propiedades de los nimeros reales.

Solucién:

La féormula para calcular el 4rea lateral de un cilindro (figura 36)
es: A, =27t r h, donde r es el radio de la base y & la altura.

TN
N

N

Figura 36
1. 27t (3)(x +5) =907t Foérmula area lateral de un cilindro.
2. 6mt(x+5)=901t  Propiedad clausurativa.
3. 6 (x+5)=90 Propiedad cancelativa de la multiplicacion.

4, 6-%(x+5) =90 % Propiedad uniforme de la multiplicacion.

a1

(6%)(x+5) =90 % Propiedad asociativa.

1
6. 1(x+5)=90 " Propiedad del inverso multiplicativo.

1
6. x+5=90 " Propiedad modulativa de la multiplicacion.
7. x+5-15 Propiedad clausurativa.
8. x+5+(-5)=15+(-5) Propiedad uniforme aditiva.
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9. x+[5+(-5)]=15+(-5) Propiedad asociativa.

10. x +0=15+ (-5) Propiedad del inverso aditivo.
11. x =15+ (-5) Propiedad modulativa de la suma.
12. x=10 Propiedad clausurativa.

Como la altura mide x +5, al reemplazar x = 10 se obtiene que
h=10+5=15 cm. La altura del cilindro mide 15 cm.

Ejemplo 2.2.4

Calcule la longitud de la diagonal del cuadrado de la figura 37,
escribiendo la solucion con niimeros irracionales.

H

4 cm

—

Figura 37

Solucion:

La longitud de la diagonal d del cuadrado se calcula con el teo-

rema de Pitagoras:
P =4+4=16+16 >d>=32 = d=32=+4-2=4/2.
La longitud de la diagonal del cuadrado es 42 em
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Aplicaciones

1. Siga las siguientes instrucciones:

1) Construya un tridngulo rectangulo ABC de catetos
AB=BC=1 cm.

2) Calcule la longitud de la hipotenusaA_C .

3) Sobre_AC construya el tridngulo rectangulo ACD con ca-
tetos AC y CD=1 cm.

4) Calcule la longitud de la hipotenusa AD.

5) Sobre_AD construya el tridngulo rectangulo ADE con ca-
tetos AD y DE=1 cm.

6) Calcule la longitud de la hipotenusa AE.

7) Siga con la_secuencia hasta obtener una hipotenusa con
longitud V7.

2. En el interior de un cuadrado, de 4 cm de lado, hay cuatro

circunferencias tangentes entre si y tangentes a los lados del
cuadrado. Si se quiere construir una quinta circunferencia en
el centro del cuadrado que sea tangente a las cuatro primeras,
;cuadl debe ser su radio? Escriba la solucion con nimeros irra-
cionales.

3. A un cubo de 8 cm de arista se le han trazado las diagonales
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de tres caras adyacentes de tal manera que la union de las tres
diagonales forman el AABC. Complete la figura 38 para for-
mar el AABC. ;Qué tipo de tridangulo es el AABC? Justifique
su respuesta.
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Figura 38

. Puede haber leido los enunciados “utilice 22/7 para i’ y “uti-
lice 3,14 para m”. Como 22/7 es el cociente de dos enteros y
3,14 es un decimal finito, jsugieren estos enunciados que 7 es
racional?

. El perimetro de la base de una lata cilindrica es de 28 cm.
(Cuanto mide el didametro de la base de la lata? ;Cuantas
veces contiene el perimetro al didmetro? ;Cémo se interpreta
Tt en este problema?

. Un joyero va a construir unos aretes con la forma de un
triangulo equilatero inscrito en una circunferencia de 2cm de
radio. Si el lado del triangulo debe medir 243 ¢em, y el joyero
desea una precision de 0,1mm, ;jcual debe ser la medida del
lado?

. Segun la estética, el indice de busto armonico (IBA) es de 0,7.

a féormula para calcularlo es IBA:%. ; e un
La f 1 lcularl per’metro cintura CES 1 IBA
er’metro busto

, o . P
numero irracional? Explique su respuesta.

. El indice de masa corporal (IMC) es la medida que aplica la
medicina para saber si una persona tiene sobrepeso. La for-
mula para calcularlo es IMC=ﬁ (Cuadles son las uni-
dades del IMC? ;Es el IMC un nimero irracional? Justifique su

respuesta.

. La sucesion de Fibonacci puede definirse con la formula

1445) 1 (1=45)
2 ) L2

N

_

e
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Halle los primeros ocho términos y verifique que concuerdan
con los obtenidos en el problema planteado al inicio de esta
seccion.

10. Determine los cuatro signos distintos efectuando las opera-
ciones sucesivamente, sin tener en cuenta las reglas de una
ecuacion:

e s [af 7] J7]=1]3]

Ejercicios 2.4

1. ;El conjunto de los nimeros reales con las operaciones suma
y multiplicacion forman un sistema numérico? Justifique.

2. ;Es valido afirmar que la adicién es distributiva con respecto
a la multiplicacién? O sea, ja+ (b xc)=(a+b) x (a+c)?

3. ¢Esdistributivala multiplicacion con respecto ala sustraccion?
Estoes, jax(b—-c)=(axb) —(axc)?

4. ;Eslasustraccion distributiva con respecto ala multiplicacion?
Osea, ja—(bxc)=(@@-b) x(a-c)?

5. ;Cual de las siguientes proposiciones es verdadera y cudl es
falsa? Justifique.
a. ar(b+c)=(@+b)+(a+c)
b. (@a+b)~c=@+c)+ (b +c)
6. Determine dos niimeros racionales que estén entre % y i.
7. Determine tres nimeros racionales entre lil y %

8. Encuentre las coordenadas de dos puntos que estén a dos uni-
dades de +/3 .

9. Escriba las propiedades o definiciones correspondientes en la
siguiente demostracion de (4a +3) +28a+2=6a+7.
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1. 4a+3)+2@+2)= 4a+3)+2a+2)-2

2. = (4a+3)+ (2a +4)

3. = (4a+2a)+(3+4)

4 = (4+2)a+(3+4)

5 = 6a + 7

10. Simplifique aplicando las propiedades de los nimeros reales:
a. (a+b)+(a-0b)
b. (a+b)-(a-b)

11. Escriba las propiedades o definiciones correspondientes en la
siguiente demostracion dea - 0=0

0+0=0

a(0+0)=a-0

a-0+a-0=a-0

‘0+a-0+[-(a-0)]=a-0+[-(a-0)]

0+{a-0+[-(a-0)}={a-0+[~(a-0)]}

-0+0=0

-0=0

NS, b=

ESTEERS TR TN

Acertijos

1. Escriba los nimeros naturales del 1 al 15 en la tabla adjunta
de tal forma que la suma de los nimeros de casillas vecinas
siempre resulte un cuadrado perfecto.

2. Con cuatro 4 obtenga los nimeros del 0 al 9.

3. (Cuantas palabras, con o sin sentido, se pueden formar con la
palabra AMOR? ;Cual es la vigésimoprimera palabra si la lista
se ha formado en orden alfabético?

131




Matematicas basicas

4. Ana escribio nueve niumeros, todos eran 1, 2 6 3. Beto escribio
debajo de cada ntimero, el numero de veces que aparecia y
después borro la lista de Ana. Luego llegé Carmen e hizo lo
mismo que Beto. Si la lista de Carmen es 88818888 8 y en
la lista de Ana los cinco primeros ntimeros suman 9 y todos
suman 21, ;cudl es la lista de Ana?

5. La siguiente multiplicacion esta incompleta. ;Es posible com-

pletarla?
* 1 *
X3 * 2
* 3 *
1* 6 *
*2* 5
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3.1 LA FUNCION LINEAL

En algunas tiendas el propietario tiene una balanza electronica
que le permite introducir el precio por kilo de un articulo y el
equipo automaticamente proporciona el valor en pesos de la can-

tidad del producto medido.

Por ejemplo, si el kilo de tomate esta a $900, llene la siguiente ta-

bla para saber cuanto vale la cantidad que se especifica:

Cantidad (en kilos)

2,8

3,6

4,2

Precio (en pesos)

Responda las siguientes preguntas:

1. ;Qué operaciones matematicas tuvo que realizar para llenar

la tabla?
R/

2. ;Cual seria la expresion matematica que permite obtener el
precio de x cantidad de tomate?

R/

3. (Qué valores podria tomar x ? ;Por qué?

R/

4. Qué sucede si se restan valores consecutivos del precio en

valores igualmente espaciados de x ?

R/

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
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M e

e

" | Teoria
Definicion:

Una funcién es una relacion entre los elementos de dos conjuntos no
vacios Ay B, de tal forma que a todo elemento del conjunto A se le
asigna uno y solo un elemento del conjunto B.

La anterior definicion establece que una funcion esta compuesta
por un conjunto de parejas ordenadas (x, y) en las cuales dos
parejas distintas no tienen el mismo primer elemento. La
primera componente, x (variable independiente), pertenece al
conjunto A, mientras que la segunda componente, y, (variable
dependiente) pertenece al conjunto B. Cada conjunto tiene un
nombre que se especifica a continuacion:

Definicion:

Sea funa funcion de A en B, denotada por f: A — B.

El dominio de f es el conjunto de elementos de A. En otras palabras,
es el conjunto de valores que puede tomar la variable independiente.
A un elemento del dominio se le llama pre-imagen.

Elrango de f es el conjunto de elementos de B. Es decir, es el conjunto
de valores que puede tomar la variable dependiente.

A un elemento del rango se le denomina imagen.

El papel de las funciones en las Ciencias es el de modelar situacio-
nes del entorno para predecir lo que va a suceder en dicha situa-
cién. De manera general, un modelo matemdtico es una representa-
cién de un fendmeno real, basada en relaciones matematicas. Es
por ello que debemos tener cuidado en el momento de seleccionar
el dominio de la funcidn, y por supuesto, el rango, ya que no es
lo mismo hablar de dominio matematico que del dominio con-
textual, aunque estan relacionados: el dominio contextual siem-
pre es un subconjunto del dominio matematico.
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Definicion: 1

El dominio matematico es el conjunto de niimeros que producen
un namero real cuando se sustituyen por la variable independiente.
El dominio contextual es el conjunto de ntiimeros que, ademads
de producir un nimero real cuando se sustituyen por la variable
independiente, tienen sentido para la funcién que modela la
situacion.

El siguiente ejemplo ilustra la diferencia:
Ejemplo 3.1.1

Un vendedor comprod una docena de lapices negros por $4800 y
desea vender cada unidad a $600.

a. Si x denota la cantidad de lapices vendidos, obtenga una
funcion I para el ingreso en términos de x.

b. Obtenga el dominio contextual de la funcion I (x). Clasifiquelo
en discreto o continuo.

c. ;Cual es la variable independiente y la variable dependiente?

d. Calcule I(4) e interprete el resultado.

e. Grafique la funcion de ingreso I(x)

Solucion:
a. Si x denota la cantidad de l4apices vendidos, entonces una ta-

bla de valores que muestre el ingreso de vender 1, 2, 3..., 12
lapices es:

X 0 1 2 3 4 5 6
I 0 $600 | $1200 | $1800 | $2400 | $3000 | $3600

Por lo tanto, el ingreso de vender x lapices es I(x) = 600 x pesos.

b. El dominio contextual de la funcion es Dom I(x) = {x/0 x < 12,
x € Z}, porque el vendedor s6lo comprd una docena de lapi-
ces, y no puede vender 20 lapices, por ejemplo. El dominio
matematico de la funcién de ingreso es Dom I(x) = R, o sea,
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todos los nimeros reales. Pero nadie puede vender -10 lapices
o Y2 lapiz; estos valores no tienen sentido para la funcion de
ingreso del vendedor.

. La variable independiente es x, la cantidad de lapices y la va-

riable dependiente es el ingreso I.

d. I(4)=600(4) =2400 pesos. Esto significa que cuando el vendedor

vende cuatro lapices negros, recibe un ingreso de $2400.

. Para dibujar la grafica (figura 39) hacemos uso de la tabla del
item a:

o
L_
—_1
N
Go
R
U1
o N
N
oo
o+
\/

En dicha grafica, la escala sobre el eje Y es: una divisién = 600
pesos.

Las funciones se representan de cuatro maneras:

* 1Simbolica o algebraica: por medio de una férmula.
* 1Grafica: por medio de una grafica.

¢ 1Tabular o numérica: por medio de una tabla.

* 1Verbal: mediante una descripcion con palabras.
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Ejemplo 3.1.2

Sea la funcion f(X) =4x—3. Describa la funcion de las cuatro
maneras

Solucién:

De manera simbdlica es la expresion dada: f(x) = 4x -3. La
representacion tabular es la siguiente tabla de valores:

x -3 -2 -1 0 1 2 3
y -15 -11 -7 -3 1 5 9

La representacion grafica es la figura 40:

Ay

Ny =

Figura 40

Observe que la grafica es una linea recta, o sea, es una funcion
lineal, que se definird mas adelante en esta seccién.

Y por ultimo, la representacion verbal es: cuadruplica el niimero
dado y luego resta tres.
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No todas las situaciones al modelarlas originan funciones de un
solo tipo. Las funciones pueden ser lineales, cuadraticas, ctibicas,
racionales, etc. En esta seccidn se estudian las funciones lineales
y en la proxima seccion, las cuadraticas y las ctbicas.

Definicion:

La funcioén lineal es una funcién que tiene la forma algebraica f (x) =
mx+bae Rbe Rb# 0

m es la pendiente de la recta y b es el y-intersecto o punto de corte
con el eje y.

Ejemplo 3.1.3

Identifique las funciones lineales en el siguiente grupo de fun-
ciones y luego identifique la pendiente de la recta. Grafique las
funciones lineales.

a. flx)=2x-3
b. flx)=4x>+1
c. flx)y=-3x+4
Solucion:

a. La funcion f(x) = 2x — 3 tiene pendiente 2 y el y-intersecto es -3,
es decir, la recta corta al eje y en el punto (0, -3).

Para graficar una recta basta con obtener dos puntos de ella en
virtud del postulado de la recta, que afirma: “Dados dos puntos,
existe exactamente una recta que los contiene.”

X 0 2

y -3 1

La grafica de la funcién (figura 41) se obtiene localizando los dos
puntos en el plano y uniéndolos con una regla:
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ﬂy
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Figura 41

b. La funcién f(x) = 4x* + 1 no es una funcion lineal porque la
variable independiente x esta elevada al cuadrado, por lo
tanto no tiene la forma f(x) = mx + b. Es una funcioén cuadratica.

¢. La funcién f(x) = -3x + 4 tiene pendiente -3 y el y-intersecto es
4, es decir, la recta corta al eje y en el punto (0, 4).

Para graficar una recta basta con obtener dos puntos de ella en
virtud del postulado de la recta que afirma: “Dados dos puntos,
existe exactamente una recta que los contiene.”

Se procede igual que en la funcion del inciso a. para obtener la
grafica (figura 42):
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Figura 42
A fin de modelar una situacion por medio de una funcion lineal,
se deben obtener dos puntos para conocer el valor de la pendiente

y luego la formula de la ecuacion punto-pendiente.

Definicion:

Sean P(x,, y,) y Q(x,, y,) dos puntos diferentes. La pendiente m de la

recta [ se define por p = 2" 0y = %~ Y  donde X, # X,
X, — X, X, — X,

2

Formula de la ecuacion punto-pendiente 1

La ecuacion de una recta  con pendiente m que pasa por el punto
P(xlf ]/1) eSSy -y, = m(x — xl)'

Ejemplo 3.1.4
Un alambre dulce de 10 cm se dobla para formar un rectangulo.
a. ;Cuadles son todas las posibilidades para la medida de la base

y de la altura si solo se consideran los niimeros naturales?
Grafiquelas.
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. ¢Se pueden describir todas las opciones si se tiene en cuenta

LA FUNCION LINEAL

los nimeros reales? Explique su respuesta.

Obtenga la funcidén que exprese la medida de la altura (y) en
términos de la medida de la base (x) y determine su dominio.

. Si la funcioén es lineal, identifique la pendiente e interprétela.

Grafique la funcion e interprete graficamente la pendiente.
Calcule f(2) y f(3, 5). Interprete los resultados.

Describa verbalmente la funcidon obtenida.

Solucién:

a.

Si solo se tienen en cuenta los niimeros naturales, las posibili-
dades de medida para la base y la altura del rectangulo son
los de la figura 43:

1 cm
1 cm
4 cm 2 cm 3 cm
3 cm
2 cm
4 cm
Figura 43
Organicelos en una tabla:
Base (cm) 4 3 2 1

Altura (cm) 1 2 3
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Si x es la medida de la base y iy es lamedida de la altura, entonces

la grafica es la figura 44:

144

\

Figura 44

. No, porque el conjunto de las opciones es infinito.

Por definicion de perimetro:
P(rectingulo)=2x+2y=10, porque la longitud del alambre es

2(x+y)=10
%-2(x+ y):%~10
x+y=>5
X+x+y=5-x
(x+x)+y=5-x

0+y=5-x
y=5-x

de 10 cm.

Propiedad distributiva.

Propiedad  uniforme de Ia
multiplicacion.

Propiedad del inverso
multiplicativo y clausurativa.
Propiedad uniforme de la suma.
Propiedad asociativa de la suma.
Propiedad del inverso aditivo.
Propiedad del mddulo aditivo.

Por lo tanto, la funcién que expresa a la medida de la altura
en términos de la medida de labaseesy=5-xof(x)=5-x.

El dominio de la funcién f (x) = -x + 5 de acuerdo a las
condiciones del problema es el conjunto de los nimeros reales
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que va del cero al cinco, o sea: dom f (x) = {x/0 <+x < 5}. Esto
porque la base y la altura no pueden tener valores negativos.
Aunque la funcion matematicamente tiene imagen en x=-1, no
tiene sentido decir que rectangulo tiene de base -1 cm.

. La funcién f (x) = —x + 5 tiene la forma f (x) = mx + b, donde la
pendiente m=-1y el y-intercepto es 5.

Como la pendiente es -1, este valor significa que un aumento
de 1 cm en la base implica una reduccion de 1 cm en la altura
o una disminucion de 1 cm en la base, conlleva un aumento de
1 cm en la altura porque para este problema:

g _ cambio base

AX  cambio altura ’

—1 la base disminuye en lcm .,
=—= o también
1 la altura aumenta en lcm

1 la base aumenta en 1cm
m =

1 la altura dis minuye en 1 cm
donde el simbolo delta, A, indica incremento o cambio.
. Para graficar la funcion f (x) =—x + 5, hacemos como en el ejem-

plo 3.1.4 inciso a: se grafican los dos puntos (1, 4) y (3, 2) y se
unen con una regla (figura 45):

Ay

\

oN——
3+
oo+

Figura 45
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Para interpretar graficamente la pendiente, hacemos uso de la
figura 46:

\

-3 2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
-1
Figura 46
Como la pendiente es m = -1, esto equivale a

-1 avance vertical en una unidad hacia abajo
m=—=

= - - : ; por lo tanto, si
1 avance horizontal en una unidad hacia la derecha ’ p ’

partimos del punto (3, 2) de la recta y avanzamos una unidad
hacia abajo y una unidad hacia la derecha, regresamos a la recta
en el punto (2, 3). Asi como escogimos el punto (3, 2) para la in-
terpretacion grafica, también se puede escoger otro punto como,
por ejemplo, el (4, 1).

Similarmente:
1 avance vertical en una unidad hacia arriba

m=-l=—= -
—1 avance horizontal en una unidad hacia la izquierda ’

tanto, si partimos del punto (2, 3) de la recta y avanzamos una
unidad arriba y una unidad hacia la izquierda, regresamos a la
recta en el punto (3, 2).

por lo
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f. £(3,5)=-3,5+5=f(3,5)=1,5. Esto significa que cuando la base
del rectangulo mide 3,5 cm, la altura mide 1,5 cm (figura 47).

1,5 cm 3,5 cm

Figura 47

f(2)=-2+5= f(2) =3. Esto significa que cuando la base del
rectangulo mide 2cm, la altura mide 3 cm (figura 48).

] L]

3 cm

] 2.cm ]
Figura 48

g. La descripcion verbal de la funcion f(x) = —x + 5 es: a cinco le
resta el niimero dado.

Ejemplo 3.1.5

Conformeel aire seco se eleva, se expande y enfria. La temperatura
a nivel del suelo es de 20°C y a una altitud de 1 km es de 10°C.
Existe una funcion lineal de la temperatura T en términos de la
altitud h.

a. Calcule la pendiente e interprétela de acuerdo al problema.

b. Exprese la altura como funcién lineal de la temperatura.
Determine su dominio.
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c. Calcule T(3). Interprete el resultado.
d. Grafique la funcién.

e. Interprete graficamente la pendiente.
f. Describa verbalmente la funcion obtenida.

Solucién:

a. Como la temperatura T estd en funcion de la altura i, entonces

148

t es la variable dependiente y / la variable independiente. Por
lo tanto, se tienen los puntos (0, 20) y (1, 10). La pendiente es:
me 20-10 _ 10 _ _ cambio de temperatura _ AT

0-1 -1 cambio de altura Ah .

Como la pendiente es -10, este valor significa que un aumento
de 1 km en la altura implica una reduccion de 10° C en la tem-
peratura o una disminucién de 1 km en la altura, implica un
aumento de 10°C en la temperatura. Esto porque:

AT -10 _ disminuci—nde la temperatura en 10°C

a E 1 aumento de la altura en 1km ©

AT 10 _ aumento de la temperatura en 10°C

- E a —_1 ~ disminuci—nde la altura en 1km

. Como ahora se conoce que m =-10, se aplica la formula punto

pendiente con el punto (0, 20):

La formula punto-pendiente se configura: T-T, = m(h-h,).
Reemplazando: T-20 = -10(h—0) = T =-10h + 20 o T(h)=-10h +
20.

Como la variable independiente es la altura, su dominio es el
conjunto de los nimeros reales mayores o iguales a cero por-
que la altura negativa es para debajo del nivel del mar. Por lo
tanto, Dom T(h) = {h/h > 0}.

T(3) =-10(3) + 20 = T(3) = -10. Esto significa que a una altura
de 3 Km, el aire seco tiene una temperatura de -10°C.

Para graficar la funcién T(h) = -10h + 20 se hace como en el
ejemplo 3.1.4 inciso a: se grafican los dos puntos (0, 20) y (1,
10) y se unen con una regla (figura 49):
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208

104

Il Il Iy
I

Figura 49

El eje vertical, de la variable dependiente, es la temperatura en
grados centigrados y el eje horizontal, de la variable indepen-
diente, es la altura en km.

e. Para interpretar graficamente la pendiente, hacemos uso de la
siguiente grafica (figura 50):

0 A

19.

18

17

= RN W o U1 N o o

Y

4.5 7 101112 13 14 15 1617 18 19

Figura 50
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Como la pendiente es m =-10, esto equivale a

_ =10 avance vertical en diez unidades hacia abajo

= - - - or lo tan-
1 avance horizontal en una unidad hacia la derecha ’ p

to, si se parte del punto (0, 20) de la recta y se avanza diez
unidades hacia abajo y una unidad hacia la derecha, se regresa
a la recta en el punto (1, 10). Asi como se escogid el punto (20,
0) para la interpretacion grafica, también se puede escoger
otro punto, como por ejemplo, el (2, 0).

Similarmente:

10 avance vertical en diez unidades hacia arriba
m=-10=—= ‘ . —————, por lo
—1 avance horizontal en una unidad hacia la izquierda

tanto, si se parte del punto (1, 10) de la recta y se avanzan diez
unidades arriba y una unidad hacia la izquierda, se regresa a
la recta en el punto (0, 20).

La descripcion verbal de la funcidn t(h) = — 10k + 20 es: 20 dis-
minuido por el producto de -10 y un niimero.

Aplicaciones

. Existe una relacion lineal entre las temperaturas en grados

Celsius y Fahrenheit. Si cuando C=0°, F=32° y cuando C=100°,

F=212, entonces:

a. Calcule la pendiente.

b. Interprete la pendiente de acuerdo al problema.

c. Obtengala funcionlineal que expresalos grados Fahrenheit
en términos de los grados Celsius.

d. Describa verbalmente la funcion obtenida en el inciso an-
terior.

e. Grafique la funcion lineal obtenida.

Interprete graficamente la pendiente.

8. (A qué temperatura Fahrenheit corresponden 20°C?

laa)
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2. Existe una relacion lineal entre las temperaturas en grados
Celsius y Kelvin. Si cuando C=0°, K=273° y cuando C=100°,
K=373, entonces:

a. Calcule la pendiente.

b. Interprete la pendiente de acuerdo al problema.

c. Obtenga la funcion lineal que expresa los grados Kelvin en
términos de los grados Celsius.

d. Describa verbalmente la funcion obtenida en el inciso an-
terior.

e. Grafique la funcion lineal obtenida.

f. Interprete graficamente la pendiente.

g. (A qué temperatura Kelvin corresponden 150°C?

3. Una cinta métrica estd graduada en centimetros y pulgadas. Si
cuando la escala en centimetros marca 635, la escala en pulga-
das marca 250:

a. Deduzca la funcién lineal que expresa los centimetros en
términos de pulgadas.

b. Interprete la pendiente de acuerdo al problema.

c. ;Cudntos centimetros tiene una pulgada?

4. Siga las siguientes instrucciones:
a. Construya un cuadrado que mida 1 pulgada de lado en la
siguiente cuadricula (figura 51):

Figura 51

b. ;Cuantos cuadrados de 1 cm? caben en el cuadrado que
tiene de lado 1 pulgada?

¢. Obtenga una funcién lineal que exprese los cm? cuadrados
en términos de pulgadas cuadradas.
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d. Interprete la pendiente de acuerdo al problema.
e. ;Cudntos centimetros cuadrados tiene 5,6 pulgadas cuadra-
das?

5. Un rectangulo de base x c¢m y altura y cm tiene un perimetro
de 16 c¢m. La grafica de la funcion que relaciona la base con la
altura es la figura 52:

A
8

7

'

@

[uay

Mo 3 20 H 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 52

a. Calcule el valor de la pendiente. Interprétela segin el pro-
blema.

b. Interprete graficamente la pendiente.

¢. Deduzcala funcion lineal que exprese la altura en términos
de la base.

d. Halle f(2) y f(6). Interprételas.

6. Cuando conduce hacia abajo en una carretera de montafia,
encuentra avisos de peligro que indican que dicha carretera
estd a “12% grados”. Esto significa que la pendiente del cami-
no es - = Sobre una extensién del camino su elevacién cae 80

100, . . .y .
metros. ;Cual es el cambio horizontal de su posicion? (Figura
53).

152



LA FUNCION LINEAL

80 m

X

Figura 53

7. ILa pendiente o caida de un techo es de tal modo que éste se
eleva (o cae) 3 pies por cada 4 pies de distancia horizontal.
Determine la altura maxima del desvan, si la casa tiene 30 pies
de ancho. (Figura 54) R/ 11,25 pies

30 pies

Figura 54

8. IUn almacén de repuestos para teléfonos celulares carga el
20% de 1va a cada uno de los precios de lista de los articulos.
a. Escriba una funcién lineal para el precio total de un articulo
en términos del precio de lista.
b. Interprete la pendiente de acuerdo al problema.
¢. Siun accesorio tiene un precio de $12 000, ;cual es el precio
total?
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9.

10.

11.

12.

13.

154

Un almacén de ropa estd en promocion. Al precio de una

prenda le hace un descuento del 30%.

a. Escriba una funcion lineal para el precio con el descuento
de una prenda en términos del precio inicial.

b. Interprete la pendiente de acuerdo al problema.

¢. Siuna camisa tiene un precio de $45 000, ;cudl es el precio
con el descuento?

Determine la variableindependiente y la variable dependiente
en el siguiente enunciado: el niimero de baldosas de cerdmica
requerido para cubrir el piso de un cuarto es funcion del drea del
piso. Explique su respuesta.

Determine si los enunciados usan la palabra funcién de modo

matemdticamente correcto. Explique.

a. El impuesto por ventas de un articulo comprado es una
funcion del precio de venta.

b. Su calificacion en el préoximo parcial de matematicas es
una funcion del niimero de horas que estudia en la noche
previa del examen.

A partir de la descripcion verbal de las siguientes situaciones,

identifique la variable independiente y la dependiente e in-

fiera cinco puntos y obtenga la grafica de la funcién lineal.

Luego deduzca la funcién lineal e interprete la pendiente.

a. Una persona paga $100 diarios a un amigo al que le debe
$1000.

b. Se comprd una calculadora en $60000 y se deprecia
$10 000 cada afo.

c¢. A un empleado le pagan $2000 por hora mas $500 por
cada unidad producida por hora.

En un juego de video, un avion vuela de izquierda a derecha
siguiendo la trayectoria de la curva dada por ,_, 1, tal
como lo muestra la figura 55: X
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A
(‘y
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YTy v/ g
-1 1 2 3 4 5 6 7

Figura 55

El avion dispara en direccion de la tangente a la curva contra

unos objetivos colocados sobre el eje xenx =1, 2, 3, 4, 5.

a. Si el avion dispara desde el punto (1, 2), ;le pegara a un
blanco?

b. En el punto ( %5, 3) la pendiente de la recta tangente es m =
—4. ;Si el avion dispara desde este punto, hara blanco?

14. Se cortan franjas de ancho x de dos lados adyacentes de un
cuadrado que tiene 16 cm de lado, tal como lo muestra la

figura 56:

16 cm

16 cm

Figura 56
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a. Escriba el area A del cuadrado restante en funcion de x.

b. Interprete la pendiente de acuerdo al problema.

c. ¢Si el ancho de la franja es de 1,5 cm, cudl es el area del
cuadrado restante?

15. Los siguientes dos recipientes en forma de cilindros, a) y b),
se van a llenar gradualmente de agua. Haga la grafica, para
cada recipiente, de como varia el volumen de agua en fun-
cion de la altura del agua. Es decir, una grafica en donde la
variable independiente es la altura de agua y la variable de-
pendiente el volumen de agua.

Recipiente a Recipiente b

Ejercicios 3.1

En las graficas 1-5 calcule la pendiente, interprete la correspon-
diente representacion y obtenga la ecuacion de la recta.

1.
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Ay
X
-5 1 2 7
X
-5 2 6 7
X
-5 2 6 7
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5.1

yam

6. Ilraduzca cada uno de los siguientes enunciados verbales en la
respectiva representacion algebraica:

a. Sume cuatro al producto de dos y el nimero dado.

b. Tome la tercera parte del nimero dado.

c. Tome dos veces el numero dado y luego resta ocho.

d. Sume doce a cinco veces el nimero dado.

e. Reste de quinientos la suma de diez y el nimero dado.

7. ISin usar una variable, escriba una descripcion verbal para
cada expresion:

a. 5x-12
R/
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8. Determine m y b de forma tal que con la ecuacion y =mx + b se

obtenga la tabla. ;Qué representa m? ;Qué representa b?

da.
x 0 1 2 3 4 5
y=mx+b 3 7 11 15 19 23
b.
x 0 1 2 3 4 5
y=mx+b 1 7 13 19 25 31
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ﬂ,

® | Problema

Hay 8 metros de cerca disponibles para encerrar un campo rec-
tangular. Si x denota la base del terreno rectangular y y la altura,
una representacion tabular de la funcién que expresa el drea del
area del terreno en términos de x es:

x 2 [ ] o] 1 2 [ 3 [ 4[5
A 12 | 5] o[ 3[4 3 o]
Diferencial | 7 [ 5| 3 | 1 | 1 | 3 | 5 |
Diferencia2 | 2 | 2 [ 2 | 2 | 2 [ 2 |

Las dos filas inferiores de la tabla son las diferencias finitas.
Responda las siguientes preguntas:

1. Diagrame la situacion del problema.
R/

2. ;Cuadl delas siguientes expresiones es la funcion que determina
el area en términos de x?
a. A(x)=4x-x b. A(x)=8
c. A(x)=4x-x* d. A(x) = 4x?
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3. Haga la grafica de la funcidén que selecciond en el inciso 2.
R/

4. ;Qué significa A(1)?
R/

5. Describa verbalmente la funcion.

R/
No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
Teoria

Funcidn polinomial

Una funcion de la forma P(x) =a x"+a_x""'+ - +ax +a, donde a #
0 y n es un entero no negativo, es un polinomio de grado n. Los
numeros a,, a,, a,,, a, se llaman los coeficientes del polinomio, a, ~°
es el coeficiente constante y a_es el coeficiente de la potencia mas
alta y se denomina coeficiente principal.
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Ejemplo 3.2.1

El siguiente cuadro muestra ejemplos de algunos polinomios o
funciones polinomiales:

. . Coeficiente Coeficiente
Polinomio Grado ..
constante principal
P(x)=5 Cero 5 No tiene
P(x)=-2x+1 Uno -2 1
P (x) =3x*-6x Dos No tiene 3
P (x)=8x*-5x>+4 Tres 4 8
P(x)=-x*+6 Cuatro 6 -1

Cuando el coeficiente principal es dos, la funcién se denomina
funcién cuadratica:

Funcion cuadratica

Una funcién cuadratica es una funcion de la forma f(x) =ax*+bx +c,
donde g, b, y c son nimeros reales y a # 0. La grafica de una funcion
cuadratica siempre es una parabola.

Sia <0, entonces la parabola se abre hacia abajo y tiene un maximo.
Sia >0, entonces la parabola se abre hacia arriba y tiene un minimo.
En ambos casos, la abscisa del vértice (maximo o minimo) tiene por

coordenada X=——".
2a

Teorema de las diferencias finitas 1

Sea P(x) una funcién evaluada en diferentes valores de x igualmente
espaciados. Si la n-ésima diferencia finita, d , es constante, entonces
el polinomio P(x) es de grado n.

Ejemplo 3.2.2
Un alambre de 4 pulgadas de largo se dobla en la forma de un

rectangulo con base x y altura y. Una representacion tabular de
la funcion que expresa el drea del rectangulo en términos de x es:
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X 21l o 1 [ 2717371 4T7]s

A 81 3]0 1[0 3] -81]-5
Diferencia 1 5 | 3 | 1 | -1 | -3 | -5 | -7 |
Diferencia2 | 2 | 2 | 2 | 2 [ 2| 2 |

a. Diagrame la situacion del problema.

Solucion:

Figura 57

b. ;Cual delas siguientes expresiones es la funcion que determina
el drea en términos de x?

1. A(x)=2x-x 2. A(x) =2x —x?
3. A(x)=4x—x? 4. A(x)=4
Solucion:

Por el teorema de las diferencias finitas, como la segunda dife-
rencia, d, es constante, entonces la funcion debe ser cuadraticay,
por lo tanto, las opciones 1y 4 se descartan. Quedan las opciones
2y3.

Para seleccionar la funcion correcta, escoja primero la opcion
2 y hallele algunas iméagenes. Si los puntos concuerdan con la
segunda fila de la tabla, entonces serd la funcion correcta; de lo
contrario, no.

A(l)=2(1)- (1P=2-1=1= (1,1)
A(2)=2(2) - (2P =4-4=0= (2,0)

Observe que los puntos obtenidos estan en la tabla de valores,
por lo tanto la funcidén que expresa el area en términos de x es
A(l)=2x —x%
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c. Calcule A(0,5) e interprete el valor obtenido.

Solucion:

A(0,5)=2(0,5) - (0,5)*=1-0,25 =0,75. Esto significa que cuando
la base del rectangulo formado con el alambre mide media pul-
gada, el area del rectangulo es de 0,75 pulgadas cuadradas.

d. Describa verbalmente la funcion.

Solucion:

La funcion es A(x) = 2x —x% Su representacion verbal es: duplica el
numero y luego resta el cuadrado del niimero.

e. Grafique la funcion A(x) = 2x — x2.
Solucion:
Para graficar la funcién A(x) = 2x — x?, que es una parabola, es

suficiente con seleccionar tres puntos: (1,1), (2,0) y el vértice (0, 0)
y unirlos (figura 58):

34y

41

Figura 58

f. Determine el dominio contextual de la funcion.
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Solucion:

Para determinar el dominio contextual de la funcion debemos
tener en cuenta que el drea no puede ser negativa y tampoco pue-
de tener una longitud negativa la base de un rectangulo. Por lo
tanto, cuando se mira la tabla y la gréfica, los tinicos valores de
X que son positivos y que dan un drea positiva son los que estan
entre 0 y 2. En consecuencia, el dominio contextual de la funcion
A(x) =2x —x* es dom A(x) = {x/0 <x <2, x € R}, que en notaciéon
de intervalo es [0, 2].

g. Calcule el &rea maxima del rectangulo.
Solucion:

Para calcular el area maxima del rectangulo, aplique la formula

b 3 7 . .
x=-7_,quees la abscisa del vértice. En la funcion A(x) = 2x — x?,
2
a=-1y b=2, se reemplaza: *=7 Zpy=""5 = I. Este valor es la

abscisa del vértice. Reemplace este valor en la funcion: A(1) =
2(1) - (1)*=2-1=1 pulgada cuadrada. Luego, el d&rea maxima del
rectangulo, 1 pulgada cuadrada, se obtiene cuando la figura es
un cuadrado, porque la base mide 1 pulgada.

Ejemplo 3.2.3

Se quiere construir una caja abierta de un trozo de carton de 4
pulgadas por 3 pulgadas, cortando cuadrados de igual tamafio
delado x de las cuatro esquinas y doblando los lados hacia arriba.

Una representacion tabular de la funcion que expresa el volumen
de la caja en términos de x es:

x 21l o] 1 [ 2]3]4]cs

v a2 30 o [ 2 [ o [ 18 ] 80 [210
Diferencia1| 82 | 30 | 2 | 2 [ 18] 6 | 130 |
Diferencia2 | 52 | 28 | -4 | 20 | 44 [ 68 |
Diferencia 3 24 | 24 | 24 [ 24 | 24|
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a. Diagrame la situacion del problema.

Solucién:
Jx x Eﬁ
3-2x
3 pulg | x x pulg
B [ ] (3-2x pulg
4 pulg (4-2x) pulg
Figura 59

b. ;Cudl delassiguientes expresiones esla funcién que determina
el volumen en términos de x?
1. V(x)=4x*—14x+12 2. V(x) =4x° - 2x?
3. V(x)=4x-3x? 4. V(x)=4x>—-14x>+12x

Solucion:

Por el teorema de las diferencias finitas, como la tercera diferencia,
d, es constante, entonces la funcion debe ser cubica; por lo tanto,
las opciones 1y 3 se descartan. Quedan las opciones 2 y 4.

Para seleccionar la funcion correcta, escoja primero la opcion
2 y hallele algunas imagenes. Si los puntos concuerdan con la
segunda fila de la tabla, entonces serd la funcion correcta; de lo
contrario, no.

V(1) =4(1P - 2(12=4-2=2 = (1, 2)
V(2) = 4(2)° — (2)>=32 - 8 =24 = (2, 24)

Observe que el primer punto obtenido, (1, 2) si estd en la tabla de
valores, pero el segundo punto (2, 24) no; por lo tanto, la funcién
que expresa el volumen en términos de x no es la de la opcion 2.
Por descarte, debe ser la opcion 4 que se verifica con dos image-
nes:
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V(1) =4(17 - 14(12+12(1) =4 - 14+ 12 =2 = (1, 2)
V(2) = 4(2)° - 1427 + 12(2) =32 = 56 + 24 = 0 = (2, 0)

Observe que los dos puntos obtenidos concuerdan con los de la
segunda fila de la tabla. Por lo tanto, la funcion que expresa el
volumen en términos de x es V(x) = 4x® — 14x + 12x.

c. Calcule V(0, 5) e interprete el valor obtenido.

Solucion:

V(0,5) =4(0,5)° - 14(0,5)* + 12(0,5) = 0,5 — 3,5 + 6 = 3. Esto significa
que cuando se cortan cuadrados de lado 0,5 pies, el volumen de
la caja es de 3 pulgadas cubicas.

d. Describa verbalmente la funcién.

Solucion:

La funcién es V(x) = 4x® — 14x? + 12x. Su representacion verbal
es: multiplique por cuatro el cubo del niimero, le resta catorce veces el
niimero al cuadrado y luego sume doce veces el niimero.

e. Grafique la funcién V(x) = 4x° — 14x> + 12x.

Solucién:

Para representar la funcion V(x) = 4x® — 14x> + 12x que es una cur-
va cubica (no todas las curvas cubicas tiene la misma forma),

grafique en el plano cartesiano los puntos de la tabla. La grafica
que se obtiene es la figura 60:
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Figura 60
f. Determine el dominio contextual de la funcion.
Solucién:

Para determinar el dominio contextual de la funcion, se debe
considerar que el volumen no puede ser negativoy que el lado
de un cuadrado tampoco puede tener una longitud negativa. Por
lo tanto, si se mira la tabla y la grafica, los tnicos valores de x
que son positivos y que dan un volumen positivo son los que
estan entre 0 y 1,5. En consecuencia, el dominio contextual de la
funcion V(x) = 4x° — 14x*> + 12x s domV (x) = {x/ 0 < x < i) xe R}, que
en notacion de intervalo es [0, 3/2]. 2

Ejemplo 3.2.4
Un alambre de 12 cm se corta en cuatro pedazos para formar un

rectangulo cuyo lado mas corto mide x. La siguiente curva es la
grafica del area en funcion de x:
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a. Determine el dominio de la funcién drea A4 a partir de su gra-
fica.

Solucion

La grafica solo estd en el primer cuadrante y corta al eje Xen x = 0
y x = 6,luego el dominio de la funcion es el conjunto de ntime-
ros reales entre 0 y 6. Es decir, domV = {x/0<x <6} =[0, 6]

b. Utilice la grafica para estimar el d&rea maxima del rectangulo y
sus dimensiones.

Solucion

De la grafica se obtiene que el maximo es el punto (3, 9), luego
el lado més pequefio mide 3cm y el 4rea es de 9 cm?. Como 9 es
3?, las dimensiones del rectdngulo que maximizan su drea son
base=3 cm y altura=3 cm.
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Aplicaciones

1. Se tienen 10 metros de cerca para hacer un corral rectangular
que luego se dividira por la mitad. La division también tendra
valla. Si x denota la base del rectangulo y y la altura y la
division del terreno rectangular, una representacion tabular
de la funcién que expresa el area del terreno rectangular en
términos de x es:

x -1 0 1 2 3 4 5 6

A -4 0 8/3 4 4 8/3 0 -4
Diferencia 1 | | | | | | |
Diferencia 2 | | | | | |
Diferencia 3 | | | | |

a. Diagrame la situacion del problema.
b. ;Cuadl de las siguientes expresiones es la funciéon que
determina el drea en términos de x?

10 2, 10, 2,
X)=—X——X A(X) =—Xx ——Xx
1. A =7x3 2. A =7 3

3. A(x)=10x —2x? 4. A(x) =10x> —2x2

Calcule A(2) e interprete el valor obtenido.

. Describa verbalmente la funcion.

Grafique la funcion.

Determine el dominio contextual de la funcion.

Determine el valor de x que maximiza el drea. ;Cual es el
area maxima?

@m0 a0

2. Se quiere construir una caja abierta de un trozo de carton de 4
pies por 4 pies, cortando cuadrados de igual tamano de lado x
de las cuatro esquinas y doblando los lados hacia arriba.

Una representacion tabular de la funcién que expresa el
volumen de la caja en términos de x es:
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X

-1

\%4

-36

12

64

Diferencia 1

Diferencia 2

Diferencia 3

a. Diagrame la situacion del problema.

b. ;Cual de las siguientes expresiones es la funcion que deter-

mina el volumen en términos de x?

1. V(x)=4x>-16x+16
3. V(x)=4x-16x2
c. Calcule V(1) e interprete el valor obtenido.

2. V(x)=4x>-16x>

4. V(x)=4x%-16x>+16x

d. Describa verbalmente la funcién.
e. Grafique la funcioén.

f. Determine el dominio contextual de la funcién.

3. Se tienen 12 metros de cerca para hacer un corral rectangular
que luego se dividira en tres, con cercas paralelas colocadas
a uno de los lados del rectangulo. Si x denota la base del rec-

tangulo y y la altura y las divisiones del terreno rectangular,

una representacion tabular de la funcion que expresa el area

del terreno rectangular en términos de x es:

X

-1

1

A

-8

2,5

4,5

-3,5

Diferencia 1

Diferencia 2

Diferencia 3

a. Diagrame la situacion del problema.
b. ;Cual de las siguientes expresiones es la funcion que deter-
mina el drea en términos de x?

1
1. A(x) = 3X_EX3

2. A(x)-12x°
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1, 1 2
3. A(x)=3x—5x 4. A(X)ZEX—?)X

Calcule A(5) e interprete el valor obtenido.

. Describa verbalmente la funcién.

Grafique la funcion.

Determine el dominio contextual de la funcion.

Determine el valor de x que maximiza el area. ;Cudl es el
area maxima?

@ "o an

4. Una empresa de correos establece que los paquetes enviados
en forma de prisma cuadrangular deben cumplir las siguien-
tes caracteristicas: la suma del perimetro de la seccion trans-
versal, que es un cuadrado, y de la altura del paquete, no de-
be superar 8 pies. Si x es la arista de la base cuadrada y y la
altura del paquete, una representacion tabular que expresa el
volumen del paquete en funcién de x es:

X -2 -1 0 1 2 3 4 5
\% -64 12 0 4 0 -36 | -128 | -300
Diferencia 1 | | | | | | |
Diferencia 2 | |
Diferencia 3 | | | | |

a. Diagrame la situacion del problema.

b. ;Cual de las siguientes expresiones es la funcién que deter-
mina el volumen en términos de x?

1. V(x) =8x>—4x 2. V(x)=4x>-8x?

3. V(x) =8x — 4x? 4. V(x)=8x*—4x°

Calcule V(1) e interprete el valor obtenido.

. Describa verbalmente la funcion.

Grafique la funcién.

Determine el dominio contextual de la funcion.

e oan

172



LAS FUNCIONES POLINOMIALES

5. Un recipiente semiesférico se llena gradualmente de agua.
Haga un bosquejo de la grafica si la variable independiente
es la altura del agua y la variable dependiente es el drea de la
superficie del liquido.

Ejercicios 3.2

Clasifique las graficas 1-4 en funciones cuadraticas o ctuibicas y
justifique su respuesta.

1.

Y o=

X
L e O
L O L O L A R
8 -7 6 -5 4 3 -2 -13 1 /2 3 4 5 6 7 8
-2
-3
-4
-5
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A

61

54

41

31

24

14

7 6 5 4 3 2 |

-8
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3.3 ECUACIONES LINEALES

ﬂ,

® | Problema

Un alumno obtuvo en los primeros tres parciales las siguientes
calificaciones: 2,5; 3,8 y 3,0, respectivamente. Cada uno de los
tres parciales y el examen final tienen el mismo porcentaje.

Responda las siguientes preguntas:

1. ;Qué calificacién debe obtener el alumno en el examen final
para ganar la asignatura con 3,0?
R/

2. ;Y si quiere ganar la asignatura con 3,5?
R/

3. (Qué planteo para responder a las anteriores preguntas? ; Co-
mo se llama la medida que se utilizé para resolver el proble-
ma?

R/

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
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M e

e

Teoria

Definicion:

Una ecuacion es un enunciado que iguala dos expresiones matema-

ticas.
Ejemplo 3.3.1

) _ 2 5
x*+8=6x, 2(t-5)=5-4t, ——6== ==1

v+l Y

Son ejemplos de ecuaciones.

Las expresiones que aparecen en ambos lados del signo de igual-
dad reciben el nombre de lados o miembros de la ecuacién.

A la variable de una ecuacion se le denomina incégnita.

El dominio de una variable en una ecuacion es el conjunto de
numeros para los que se definen las expresiones algebraicas en
tal ecuacion. En otras palabras, es el conjunto de valores que al
reemplazarlos en la ecuacion, hacen de ella un enunciado falso
o verdadero.

Ejemplo 3.3.2

¢ El dominio de la ecuacion 221 es el conjunto de todos los
numeros reales, excepto el 0, porque el primer miembro no
estd definido para dicho valor. La ecuacién se convierte en un
enunciado verdadero si reemplazamos la x por cualquier na-
mero, excepto el cero.

¢ El dominio de la ecuacién 2(t — 5) = 5 — 4t es el conjunto de
los nimeros reales, porque al reemplazar cualquier valor, la
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expresion esta definida. Si se reemplaza la variable t por 2, la
ecuacion se convierte en el enunciado -6 =1, que es falso. Pero
si se reemplaza la variable t por 3, la ecuacién se convierte en
el enunciado -5 = -5, que es verdadero.

e ;Qué valores de x hacen falsa la ecuacion x> + 8 = 6x?;Y verda-
dera? ;Cual es su dominio?
R/

‘ Ny 2 5
* ;Qué valores de y hacen falsa la ecuacion ——-6==? ;Y

; .. 1
verdadera? ;Cudl es su dominio? v Y
R/

Al ntimero que hace de una ecuacion un enunciado verdadero se
le llama solucidn o raiz de la ecuacion. El conjunto de todas las
soluciones recibe el nombre de conjunto solucion. Un ntimero
que es una solucidn se dice que satisface la ecuacion. Resolver
una ecuacion quiere decir hallar todas sus soluciones.

Ejemplo 3.3.3

X
¢ El conjunto soluciéon de —=1 es el conjunto S ={x/x #0, x €
R}, o sea, cualquier nimero real distinto de cero.

e El g:onjunto solucion de 2(t-5)=5—4t es el conjunto unitario

t=2 porque es el inico numero que hace de la ecuacion
2 (t-5) = 5 — 4t un enunciado verdadero.
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e ;Cuadl es el conjunto solucién de la ecuacion x* + 8 = 6x?

R/
‘ . . ., 2 5
¢ ;Cuadl es el conjunto solucion de la ecuacion ——-6 =—7?
R/ y+l1 y

En el proceso de busqueda de soluciones de ecuaciones se pueden
cometer errores debido a varios factores. Por consiguiente, con-
viene comprobar el conjunto solucion reemplazandolo en la
ecuacion original.

Una ecuacion en la que el dominio y el conjunto solucién son
iguales, se denomina identidad. Si existe por lo menos un valor
del dominio que no pertenece al conjunto solucién, entonces la
ecuacion se denomina ecuacion condicional.

Ejemplo 3.3.4

X
Del ejemplo 3.3.2 y 3.3.3 se infiere que la ecuacién _ =! es una
identidad porque el dominio y el conjunto solucion es el mismo
conjunto; mientras tanto, la ecuaciéon 2(t — 5) = 5 — 4t es una
ecuacion condicional dado que, por ejemplo, el nimero 4 estd
en el dominio pero no en el conjunto solucién. Esto es: conjunto
solucion & dominio.

(Qué tipo de ecuaciones son x> + 8 =6x y il —6=2, respectiva-
mente? Explique. v Y
R/
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Un tipo importante de ecuacion es la ecuacion polinomial de una
variable, que se escribe en la forma P = 0, donde P es un poli-
nomio en una variable.

Definicion:

Una ecuacion polinomial (en x) general de grado n (n> 1) es la
ecuaciona x"+a_ x"'+-+ax+a =0

Ejemplo 3.3.5

Las siguientes ecuaciones son ejemplos de ecuaciones polino-
miales en una variable:

* 8x —15=0 (ecuacion polinomial de primer grado o ecuacion
lineal)

* 2y*— 3y + 5 = 0 (ecuacion polinomial de segundo grado o
ecuacion cuadratica)

® 473 — 22 + 8z # 2 = 0 (ecuacion polinomial de tercer grado o
ecuacion ctbica)

En el presente texto solo se estudia la ecuacion lineal.

Definicion

Una ecuacion de la forma ax +b=0dondea y b son nameros reales
y a # 0 se denomina ecuacion lineal.

Ejemplo 3.3.6
Son ejemplos de ecuaciones lineales:

e 3x—-4=0
e 4y-5=7-9y
e 4(t—6)=8-5¢

3 2
e —+ —
X

1
8 2x
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A pesar que la mayoria no tiene exactamente la forma ax + b =0,
si pueden ser reducidas a esa forma cuando se resuelven.

En la solucion de ecuaciones se aplican las propiedades de los
numeros reales estudiadas en la unidad 2, aunque este proceso
no se hace con frecuencia por lo su extension. Como ejemplo de
la aplicacion de dichas propiedades estd la demostracion del
siguiente teorema:

TEOREMA

s . . b
La ecuacion lineal ax + b = 0 tiene exactamente una solucion: ——.
a

Demostracion

ax+b=0 Dado.

ax+b-b=0-b Propiedad uniforme de la adicion.
ax+b-b)=0-b Propiedad asociativa de la adicion.
ax+0=0-b Propiedad del inverso aditivo.

ax=-b Propiedad modulativa de la adicion.
LR l(—b) Propiedad uniforme de la multiplicacion.
a a

(1 . a} ‘= l(—b) Propiedad asociativa del producto.
a

(1)x = l(—b) Propiedad del inverso multiplicativo.
a
X = l(_b) Propiedad modulativa del producto.
a
X = b Teorema de los signos y p. clausurativa.
a
Ejemplo 3.3.7

Despeje x en la ecuacion 1-3(2x —4) =4(6 —x) - 8
Solucion:

1) 1-3(2x —4)=4(6 —x) -8 Por la propiedad distributiva:
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2) 1-6x+12=24-4x-8 Por la propiedad clausurativa:

3) 13-6x=16—-4x Se suma a cada miembro 4x — 13:
4) 2x=3 Se divide cada miembro entre -2:
5 3
==
) 2
3

Para comprobar la solucién, reemplace *~ ~, en la ecuacion

1-3(2x — 4) = 4(6 — x) — 8 y obtendra la expresion 22 = 22, que es
verdadera.

Ecuaciones equivalentes son ecuaciones que tienen el mismo
conjunto solucién. Por lo tanto, en el ejemplo anterior las ecua-
ciones 1), 2), 3), 4) y 5) son equivalentes.

El método que se utilizé para resolver la ecuacion anterior con-
siste en reemplazar la ecuacion por una serie de ecuaciones equi-
valentes, cada vez mas sencillas hasta llegar a la solucion. Esto
se obtiene, como se observo en el ejemplo 3.3.7, aplicando las
propiedades de los niimeros reales.

Ejemplo 3.3.8

Las calificaciones de un alumno en los tres primeros parciales
son 3,2; 2,8 y 3,5. ;Qué calificacion debe obtener en el examen
final para que la nota definitiva le quede en 3,0 si cada examen
tiene el mismo porcentaje?

Solucion:
Para resolver el problema, se necesita de una medida de tendencia

central denominada media aritmética o promedio (conocida
también como la media) cuya férmula es:
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En palabras, la media aritmética de un conjunto de niimeros se
calcula sumando los numeros y dividiendo después entre la can-
tidad de numeros.

Es aplicable la media en este problema porque cada calificacion
tiene el mismo porcentaje, o sea, 25%.

Lo primero que se debe hacer es introducir la variable: sea x la
calificacion del examen final.

3,2+2,8+3,5+x_3
4

Segundo: plantear la ecuacion:

Tercero: resolver la ecuacion:

32+28+35+x

3 Porla propiedad clausurativa:

4
9,5+ x Lo .

. 3 Se multiplican ambos miembros por 4:
95+x=12 Se restan en ambos miembros 9,5:
x=25

Cuarto: comprobar la respuesta:

32 +28+35+25 12,0
=3 = 4 30 = 30=30 15 cual es verda-

dero, por lo tanto, la respuesta obtenida es la solucion al pro-
blema.

Quinto: Responder a la pregunta del problema: el alumno debe
obtener en el examen final 2,5 para ganar la asignatura con 3,0.

Ejemplo 3.3.9
Un alumno obtuvo en el primer parcial 4,2; en el segundo, 2,8 y
en el tercero, 3,4. Si los porcentajes de los parciales son 20%, 25%

y 30% respectivamente, ;cudl debe ser la calificacion que debe
obtener en el examen final para ganar la asignatura con 3,0?
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Solucion:

En este problema no se puede aplicar la formula del promedio por-
que el porcentaje no es el mismo para cada uno de los parciales.

Sea x la calificacion del examen final.
El examen final tiene un porcentaje del 25% porque la suma de
los porcentajes de los tres primeros es 75% y el total debe ser

100%. Por lo tanto, la ecuacion es:

(0,2) 4,2 +(0,25) 2,8 + (0,3) 3,4+ 0,25x = 3,0 por la propiedad

clausurativa:
0,84+0,7+1,02+0,25x=3,0 por la propiedad
clausurativa:
2,56 +0,25x = 3,0 Se resta 2,56:
0,25x=0,44 Se divide por 0,25:

x=1,76
Compruebe la respuesta obtenida:

(0,2) 4,2 +(0,25) 2,8 +(0,3) 3,4 + (0,25) 1,76 = 3,0
0,84+0,7+1,02+0,44=3,0 = 3,0=3,0 lo que es verdadero.

R/ La calificacion que el alumno debe obtener en el examen final
para ganar la asignatura con 3,0 es 1,8.

Ejemplo 3.3.10

Una pégina tiene impresa un drea rectangular de base 10 cm y
altura 14 cm. El margen superior, inferior y los laterales son igua-
les. Si el perimetro de la pagina es 1,5 veces el perimetro de la
region impresa, calcule el margen y las dimensiones de la pagina.

Solucion:

Como el problema es geométrico, es necesario hacer un diagrama
de la situacion (figura 61):
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14 cm

10 cm

X

Figura 61

El diagrama debe contener la variable del problema. En este caso
x (en cm) es el margen de la pagina.

Como el perimetro de la pagina es 1,5 veces el perimetro de la
region impresa, por definicion de perimetro:

2(10+2x)+2 (14 +2x) - 1,5 (48) Porla propiedad distributiva y

clausurativa:
20+4x+28+4x-72  Sereducen los términos semejantes:
48 +8x =72 Se restan 48 en ambos miembros:
8x =24 Se dividen entre 8 ambos miembros:

x=3

Se comprueba x = 3 en la ecuacion original:
2(10+2-3)+2(14+2-3)-1,5(48) =2 (10+6) +2 (14 + 6) =72
2(16)+2(20)=72 = 32+40=72 = 72 =72 lo que es verdadero.
R/ El margen de la pagina es de 3 cm.

Para calcular las dimensiones de la hoja: se reemplaza x =3 en la
base y la altura de la pagina:
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Base=10+2 (3)=16 cmy altura=14+2 (3) =20 cm
R/ Las dimensiones de la pagina son: base de 16 cm y altura de
20 cm.

Aplicaciones

9
1. La formula F =3¢ *+32 expresa los grados Celsius en funcion

de los grados Fahrenheit.

a. Calcule la temperatura en la cual ambas escalas indican el
mismo valor numeérico.

b. Despeje en la formula dada los grados Celsius.

c. Calcule la temperatura en que la lectura en Fahrenheit es el
doble de la lectura en Celsius.

2. Un alumno obtuvo en los tres primeros examenes de una asig-
natura las siguientes calificaciones: 2,8; 3,5 y 4,0. ;Qué cali-
ficacion debe obtener en el examen final para ganar la asigna-
tura con 3,0 si cada una de las cuatro calificaciones tiene el
mismo porcentaje?

3. Un alumno obtuvo en los tres primeros exdmenes de una asig-
natura las siguientes calificaciones: 1,0; 3,0 y 2,5. ;Qué cali-
ficacion debe obtener en el examen final para ganar la asig-
natura con 3,0 si cada una de las cuatro calificaciones tiene el
mismo porcentaje?

4. Un alumno obtuvo en los tres primeros exdmenes de una
asignatura las siguientes calificaciones: 3,8; 4,5 y 4,0. ;Qué ca-
lificacion debe obtener en el examen final para ganar la asig-
natura con 3,0 si cada una de las cuatro calificaciones tiene el
mismo porcentaje?

5. IUn alumno obtuvo en el primer parcial 4,5; en el segundo, 2,0
y en el tercero, 3,2. Si los porcentajes de los parciales son 15%,
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25% y 30% respectivamente, ;cual debe ser la calificacion que
debe obtener en el examen final para ganar la asignatura con
3,0?

6. IUn alumno obtuvo en el primer parcial 1,2; en el segundo, 2,8
y en el tercero, 3,2. Si los porcentajes de los parciales son 25%,
30% y 25%, respectivamente, ;cudl debe ser la calificacion que
debe obtener en el examen final para ganar la asignatura con
3,07

7. Un alumno obtuvo en el primer parcial 4,0; en el segundo, 3,8
y en el tercero, 4,4. Si los porcentajes de los parciales son 30%,
20% y 25%, respectivamente, ;cudl debe ser la calificacion que
debe obtener en el examen final para ganar la asignatura con
3,0?

8. IUsted que prefiere: ;que al precio de un articulo le carguen
el 16% del 1va y después le hagan el 10% de descuento o que
primero le hagan el 10% de descuento y después le carguen el
16% del 1va? Justifique su respuesta.

9. Un par de zapatos vale $29 900 con el 1va del 16% incluido.
En una promocidn, el vendedor le dice que si usted calcula el
precio del par de zapatos sin 1va, se lo venden al precio sin 1va.
(Cudl es el precio del par de zapatos sin 1va?

10. Suponga que el 1va para automoviles es del 30%. Para incen-
tivar la compra de automdoviles, el gobierno decide reducir
el va al 20%. Si un modelo de una marca especifica costaba
$40 000 000, con el 1va incluido, jcudl sera el precio con la re-
duccion del impuesto?

11. Un articulo que vale ahora mismo $5800 ha tenido anterior-
mente dos incrementos: el primero, del 5% y el segundo, del
10%. ¢Cuanto costaba el articulo antes de los dos aumentos?
¢(Cual es el incremento en porcentaje?
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13.

14.

15.

ECUACIONES LINEALES

Una pagina tiene impresa un area rectangular de base 12
cm y altura 16 cm. Los margenes superior, inferior y los late-
rales son iguales. Si el perimetro de la pagina es 1,2 veces el
perimetro de la regién impresa, calcule el margen y las di-
mensiones de la pagina. Después de encontrar la solucion,
haga el dibujo a escala real del problema.

Una persona pego una foto de un paisaje de papel de 20 cm
de base y 15 cm de altura en un pedazo de cartulina rectan-
gular de tal forma que queda un margen constante alrededor
de la foto. Si el perimetro de cartulina es de 102 cm, calcule
el margen alrededor de la foto. Después de encontrar la so-
lucion, haga el dibujo a escala real del problema.

Un instructor pone un trabajo escrito que vale la mitad de la
sustentacion oral para definir asi la calificacion del examen
final. ;Cuadl es el porcentaje que debe asignar al trabajo y a la
sustentacion? ;Cuadl es el porcentaje de cada uno, si el valor
de la sustentacion es el triple del valor del informe escrito?

Calcule la longitud del lado de un cuadrado sabiendo que si
este se aumenta en lcm, el area del cuadrado se incrementa
en 4 cm?. Después de encontrar la solucion, haga el dibujo a
escala real del problema, antes y después del incremento.

Ejercicios 3.3

En los ejercicios 1-10 despeje la variable indicada en términos de
las variables restantes:

1. PV=nRT para R
2. A= % bh para h
3. C=2mr parar
4. P=2x+2y para x
5. 1A =2x*+ 4xy paray
6.1V = %72’7’2 h para h
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7. S=1— parar
-r
+1
8. S=n(n2 ) paran
9. l:L+L para R,
R R, R,
10. §+§y= paray

Resuelva las ecuaciones 11-20:

1. 7x +7=2(x + 1)
12. 3(y+2) =8y +1
13. 3(x +4) - 2(x - 1) =13
14. x=2-2[2x - 3(1 - x)]

15. %5, X _g
2 3

16. 2 [w —(5 - 4w)] +4 = 3w
3,1 _2

17. 3 2x_x

18. (x = 7)> =4 =(x + 1)
19.4x-3)(2x +3)-8x (x-4)=0
20.(3x = 1)*—(5x — 3)*=—(4x - 2)*

En los ejercicios 21-24, plantee la ecuacion con nimeros raciona-
les simplificados y solucidnela. Represente la solucion en la cua-
dricula sombreando las que sean necesarias.

21.

22,
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23.

24.

Acertijos

1. Sustituya las letras diferentes de las tres palabras siguientes
por los diez digitos decimales, de modo que la suma resulte
correcta:

DONALD
+ GERALD
ROBERT
donde D=S

2. Encuentre una solucion del siguiente sistema de ecuaciones
simultaneas:

U+N+O = 1000
D+O+S = 2000
T+R+E+S = 3000
C+U+A+T+R+O = 4000
C+I+N+C+O = 5000
S+E+I+S = 6000
S+I+E+T+E = 7000
O+C+H+O = 8000
N+U+E+V+E = 9000
D+I+E+Z = 10000
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3. Un alumno puede obtener notas de 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5; 4,0; 4,5
y 5,0. Si la nota definitiva del alumno es en promedio mayor
que 3,6 y menor que 3,7, y son cuatro, ;cual es el promedio
que obtuvo?

4. Escriba dos veces cada niimero, del 1 al 5, en las casillas vacias,
para que cada grupo de tres sume lo que se indica.
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6)

4.1 VARIACION

Problema

Construya cuadrados de 1 cm, 2 cm y 3 cm de lado en la siguiente
cuadricula:

Responda las siguientes preguntas:

1. ;Cuantos cuadrados de 1 cm? tiene cada figura? Haga una ta-
bla de valores para la medida del lado y el area.

R/
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2. Grafique en un diagrama cartesiano de drea vs. medida del lado

194

los datos de la tabla y tinalos. ;Cémo se llama la curva que
obtuvo? ;Qué sucede con el area cuando la medida del lado
aumenta?

R/

. Calcule el perimetro de cada uno de los cuadrados. Haga una

tabla de valores para la medida del lado y el perimetro.
R/

. Grafique en un diagrama cartesiano de perimetro vs. medida del

lado los datos de la tabla y tinalos. ;Cémo se llama la curva
que obtuvo? ;Qué sucede con el perimetro cuando la medida
del lado aumenta?

R/

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.




VARIACION

M
M
My

~ | Teoria

M

En una relacién funcional como y = f(x), un cambio en la variable
independiente x generalmente causa un cambio en la variable
dependiente y y viceversa. Entonces se dice que y varia con x o
que x varia con y. Esta correspondencia se denomina variacion
funcional.

Definicion:

El enunciado y varia directamente con x significa que y =k x, para
algin ntimero real k # 0.

El niimero k es la constante de variacion o la constante de propor-
cionalidad.

Ejemplo 4.1.1

En el problema planteado al inicio de esta seccion, decimos que
el perimetro de un cuadrado es directamente proporcional a la
longitud del lado. Si el perimetro de un cuadrado de 2 cm de
lado es 8 cm...

a. Deduzca la expresion para calcular el perimetro de un cua-
drado.

b. Calcule el perimetro de un cuadrado de 15 cm de lado.

c. Grafique la funcion obtenida en a.

Solucién:
a. Sileslalongitud del lado y P el perimetro del cuadrado, en-

tonces P = kl. Se reemplazan P=8 cmy =2 cm: 8 cm =k 2 cm,
despejase k:
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8cm

k= k=4

2cm
Por lo tanto, la expresion es P = 41

b. Para calcular el perimetro del cuadrado de 15 cm de lado, se
reemplaza en la expresion anterior dicho valor: P = 4(15 cm) =
60 cm.
El perimetro de un cuadrado de 15 cm de lado es de 60 cm.

c. La grafica de P =4l es la siguiente figura 62:

| | | | | |
I | I I I I
= 6 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

Figura 62
En la grafica estan sefialados dos de los puntos hallados en el
problema del inicio de esta seccion: (1, 4) y (2, 8). No hay recta
en el tercer cuadrante porque el lado de un cuadrado nunca es
negativo.

Ejemplo 4.1.2

Lapresion manométricaenun puntodeunliquidoesdirectamente
proporcional a la distancia de la superficie del liquido al punto.
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La presion en el fondo de un recipiente cilindrico de 20 cm de
altura cuando se llena de agua es de 1960 N/m? ;Cuadl es la
presion a una profundidad de 5 cm?

Solucion:

D

——F—> p=?

N
P= 1960g

N~

De acuerdo al enunciado: P = kd, se reemplazan valores, teniendo
en cuenta que 20cm = 0,20m: 1960 Ez = k(0,2m) despéjase k:
m

N .7
1960— N - por lo que la expresion es: P=9800d
k=——T = k=9800—
0,2m m

Esta constante depende del liquido en cuestidn, ya que en Fisica
se estudia que P=p gh, donde p es la densidad del liquido, en este

caso, la del agua es p =1000°2 y g es la aceleracion de la gravedad
m

“estandar”: g - 98=. Por lo tanto, k=g p.
S
La presion a una altura de 5 cm es:
P- (98001\13)(0,05111) = P=490 .
m m
./ . . N
La presion a 5 cm de la superficie es de 490 —-.

m

La grafica de la funcién P = 9800 d es la figura 63:
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Figura 63

La escala sobre el eje de la variable independiente d estd en
multiplos de 0,1 m, mientras que la de la variable dependiente

P estd en multiplos de 980 lz En la figura 63 hay resaltados dos
m
puntos: (0,2; 1960) y (0,05; 490). Identifiquelos en la grafica.

Definicion:

Si n es un numero real positivo, entonces el enunciado y varia di-
rectamente con la n-ésima potencia de x, significa que y = kx" para
algin ntimero real k # 0.

El nimero k es la constante de variacion o la constante de propor-
cionalidad.

Ejemplo 4.1.3

En el problema planteado al inicio de esta seccidn, se dice que el
area de un cuadrado es directamente proporcional al cuadrado
de la longitud del lado. La diferencia con el ejemplo 4.1.1 esta
en el tipo de curva obtenida para el area, que tiene la forma de
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parabola (figura 64), lo que indica que el area varia directamente
con respecto al cuadrado de la medida del lado:

A
9L

8L

71

51

41

31

24

1L

\/

o +
O+

T
302 -1 1 2 3 4 5 6 7
Figura 64

Si el drea de un cuadrado de 2 cm de lado es 4 cm?:
a. Deduzca la expresion para calcular el drea de un cuadrado.
b. Calcule el area de un cuadrado de 8 cm de lado.

Solucion:
a. De acuerdo a la curva parabdlica, la funcion es cuadratica: A

= kI?, en donde [ denota la medida del lado. Se reemplazan
valores: 4 cm?= k(2 cm)*= 4 cm?= k(4 cm?), despéjase k:

6 cm

Luego, la expresion para calcular el drea es: A =%

b. Sereemplazal=8cmen A=1* A= (8 cm)’ = A =64 cm’.
El area de un cuadrado de 8 cm de lado es de 64 cm?.
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Ejemplo 4.1.4

La figura 65 es la grafica de la funcién que relaciona la variacion
del volumen de una esfera con respecto al radio.

\

1 2 3 4 5 6

Figura 65
En la gréfica aparece sefialado el punto G %j .

a. Describa verbalmente la variacion del volumen con respecto
al radio y exprese el enunciado con una férmula.

b. Calcule el valor de la constante de proporcionalidad y reem-
placela en la férmula.

c. Calcule el volumen de una esfera con un radio de 3 cm.
Solucién:

a. La descripcién verbal es: el volumen de una esfera varia directa-
mente con respecto al cubo de su radio y su formula es V = kr.
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(Por qué se sabe que la variacion es con respecto al cubo y no
al cuadrado del radio?

b. Para calcular el valor de la constante de proporcionalidad k, se
reemplaza en la formula del inciso a:

3
Tem' =k lcm = T =Ecm3, despéjase k:
6 2 6 8
8
k=2 = k=21
6

Por lo tanto, la formula para calcular el volumen de una esfera
esv=2np.
3

¢. Para calcular el volumen de una esfera de radio 3 cm, se reem-
plaza este valor en la formula obtenida en b:

4 4
V= 3" (3ecm)’ = V= 3" 27em’) =  V=36mcm’

El volumen de una esfera de 3 cm de radio es de 36 T cm®.
Puede suceder que una variable dependa de dos o0 mas variables.

Definicion:

El enunciado z varia conjuntamente con x y y significa que z =k x y
para algiin nimero real k # 0. Si z =k x" y", donde n y m son niumeros
reales positivos, entonces z varia conjuntamente con la n-ésima
potencia de x y la m-ésima potencia de y.

El ntimero k es la constante de variacion o la constante de pro-
porcionalidad.

Ejemplo 4.1.5

El drea de un rectangulo varia conjuntamente con la medida de
su base y de su altura.
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Escriba la férmula para expresar la variacion.

Si cuando la base mide 2 cm y la altura 3 cm, el area del rectan-
gulo es 6 cm? calcule la constante de proporcionalidad y
reempldcela en la férmula obtenida en a.

. Grafique la funcién obtenida en a. y localice en ella los puntos

3,4,12)y (4, 5, 20).

Solucion:

La férmula es: A=k b h, donde b es la medida de labase y & la
de la altura.

. Para calcular el valor de k, se reemplazan los valores de la base

y la altura en la formula obtenida en a:
6 cm? = k(2 cm)(3 cm) = 6 cm?= k(6 cm?), despéjase k:

6 cm?

= k=1, por lo tanto, la férmula para calcular el

6 cm?

area de un rectanguloes A=b h.

La grafica de la funcion A = b h no es en el plano xy; es en
un sistema de tres coordenadas xyz denominado el espacio.
En este caso hay dos variables independientes: x y y, y una
variable dependiente: z.

Para la grafica, que es la figura 66, el eje x representa la base,
el eje y la altura y el eje z el drea del rectangulo. A la grafica
de las imagenes z se le llama superficie, y no curva, porque es
una grafica en tres dimensiones. La superficie solo esta graficada
para los valores tales que 3<x<6,3<y<6.

En la gréfica, el punto (3, 4, 0) (en el plano xy) estd unido por un
segmento al punto (3, 4, 12). Este altimo punto se interpreta de la
siguiente manera: cuando la base del rectangulo mide 3 cm y la
altura 4 cm, el drea es de 12 cm?.
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El otro punto senalado en el plano xy es el (4, 5, 0) y el que esta
encima de él es el (4, 5, 20).

zZ

Figura 66

Definicion:

k
El enunciado y varia inversamente con x, significa que ¥ = L en

donde k es un namero real, k # 0.
El nimero k es la constante de variacion o la constante de propor-
cionalidad.

Ejemplo 4.1.6

En una simulacién con applet (http://perso.wanadoo.es/cpalacio
boyle2.htm ) de un gas encerrado en un recipiente tapado, a una
temperatura constante de 25°C, se registraron los siguientes
datos de la presion (en atmdsferas) y el volumen (en cm?):
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P (atm) 10 20 30 40 49
V (cm®) 100 51 32 26 22

Grafique los datos y obtenga una formula que aproxime los datos
obtenidos.

Solucién:

La gréfica es la figura 67:

Figura 67

En la figura 67, el eje de la variable independiente es el de la
presion Penmultiplos de 10 atm y el eje de la variable dependiente
es el del volumen V en multiplos de 10 cm?®.

Observe que la curva no es una recta, tampoco es una parabola
ni una curva cubica. La curva que se obtiene al unir los puntos
es una rama de una hipérbola equilatera. Esto indica que el
volumen es inversamente proporcional a la presion. Por lo tanto:

k
V= P+ para calcular el valor de k, se reemplaza un punto de la
tabla, el (20, 51), por ejemplo:

204



VARIACION

Slatm =

, despéjese k:

20 em>

k = (51 atm)(20 cm®) = k = 1020 atm.cm?, luego la formula que
modela aproximadamente los datos de la tabla es: v = %. Si se

grafica esta férmula, se obtiene la figura 68:

Figura 68

Definicion:

Elenunciadoy es inversamente proporcional ala n —ésima potencia
de x, significa que y = — para algtin namero real positivo 7 y un
numero real k # 0. X

El nimero k es la constante de variacion o la constante de propor-
cionalidad.

Ejemplo 4.1.7

La altura de un cono es inversamente proporcional al cuadrado
del radio (figura 69).
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Figura 69

Un cono con un determinado volumen tiene 12 cm de altura y 4
cm de radio. Si el volumen es constante, y si el radio se reduce a
la mitad, ;cudl debe ser la medida de la altura? Grafique la for-
mula obtenida.

Solucion:

De acuerdo con el enunciado la altura es inversamente proporcional
al cuadrado del radio, se plantea la expresion: h = —, sereemplazan
valores: !

12 cm=# = 12 em= k
(4 cm)? 16 cm

k= (12 cm)(16 cm?) = k=192 cm®.

= despéjese k:

, 192
Por lo tanto, la férmula es: h = —-.
r
Para calcular la altura que debe tener el cono donde el radio es
de 2 cm, sin que cambie el volumen, se reemplaza el valor del

radio: 2 cm:

3
192
p=—o h

:192 em?
(2 cm)2 4 cm

2

h=48 cm
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Para que el volumen del cono permanezca constante, si el radio

se reduce a 2 cm, la altura debe ser de 48 cm.

La grafica de la formula /= g es la figura 70:
r

VARIACION

Figura 70

En dicha grafica, el eje de la variable independiente es el radio en
multiplo de 1 cm y el eje de la variable dependiente es la altura
en multiplos de 10 cm. Estan sefialados los puntos (2, 48), (4, 12)

y (8, 3). Identifiquelos.

Los diversos tipos de variaciéon pueden combinarse en un pro-

blema, denominandose esto variacion combinada:
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Definicion:

El enunciado z varia directamente con x e inversamente con y
. - (e X . .
significa que z = k—, en donde k es un nimero real, k# 0. O también:

y

El enunciado z varia directamente con la n-ésima potencia de x e

n
. 7. . . Py X
inversamente con la m-ésima potencia de y significa que z=k——, en
y
donde k es un numero real, k # 0 y donde n y m son niimeros reales

positivos.

El nimero k es la constante de variacion o la constante de propor-
cionalidad.

En algunos casos la constante de proporcionalidad no se puede
obtener porque solamente se desea saber el efecto que tiene sobre
una variable el cambio de otras variables, como en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 4.1.8

La resistencia eléctrica R de un alambre de seccion transversal
circular es directamente proporcional a la longitud L e inversa-
mente proporcional al cuadrado del didmetro d del alambre.
Calcule el porcentaje de variacion en la resistencia de un alambre
dado si la longitud aumenta un 40 por ciento y el didmetro un 30
por ciento.

Solucion:

L
De acuerdo al enunciado: R = k?, donde k es la constante de
proporcionalidad.

Si la resistencia inicial es R, entonces la resistencia final es R,. De
modo semejante, se llaman L y d la longitud y didmetro inicial
del alambre, respectivamente. Pero la longitud del alambre
aumenta un 40%, luego, la longitud final del alambre es L, = (L
+04 L)=14L;y el didmetro aumenta un 30%, por lo tanto, el
diametro final del alambre es d = d+0,3d)=1,34d.
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Para determinar el cambio porcentual, primero halle la resistencia

final: g, =g L4 L _, 14 L 088 kL=0,828k—lz‘

(1,3 d)?> 1,69 d? d? d

Luego calcule el cambio en la resistencia:

kL kL kL
AR=R; ~R=0828 5= = 0172

2

Observe que AR = -0,172R, es decir, el cambio en la resistencia
es -0,172 de la resistencia inicial del alambre, lo que quiere decir
que la resistencia final del alambre disminuy6 en un 17,2%,
(multiplique 0,172 por 100) siendo el material del alambre el
mismo.

Aplicaciones

1. Construya los rectangulos cuyas medidas se indican en la si-
guiente tabla:

Base (cm) 2 3 4 5
Altura (cm) 3 3 3 3

a. ;Cuantos cuadrados de 1 cm? contiene cada rectangulo?

b. Grafique en diagrama cartesiano drea vs. medida de la base
los puntos obtenidos.

c. Interprete el tipo de variacion que le indica la grafica ob-
tenida y deduzca una férmula con el valor especifico de la
constante de proporcionalidad que exprese el drea del rec-
tangulo en términos de una variable.

2. Dibuje con un compas circunferencias de 1 cm, 2 cmy 3 cm de
radio en la siguiente cuadricula:
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Estime cudntos cuadrados de 1 cm? contiene cada circunferencia
y llene la siguiente tabla:

Radio (cm) 1 2 3
n° de cuadrados de 1 cm?

a. Grafique en un diagrama cartesiano n° de cuadrados de 1 cm’
vs. radio.

b. Interprete el tipo de variaciéon que le indica la grafica
obtenida y deduzca una férmula, con el valor especifico de
la constante de proporcionalidad que exprese el drea del
rectangulo en términos de una variable.

3. Elcostodetener funcionandoun electrodoméstico durante una
hora es directamente proporcional ala potencia. Siuna persona
vive en estrato 3 y pone a funcionar un abanico de 60 watios
durante una hora, el costo de la energia eléctrica consumida es
de $14,58. ;Cuanto costara tener en funcionamiento un bom-
billo de 100 watios? ;Como se interpreta el valor de k? Tenga
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en cuenta que la empresa de energia cobra en kW.h (kilovatio-

hora).

4. La siguiente tabla muestra la distancia d recorrida por un
cuerpo al dejarlo caer desde el reposo después de t segundos:

Tiempo (segundos)

1

2

3

Distancia (metros)

4,9

19,6

44,1

a. Grafique en un diagrama cartesiano distancia vs. tiempo los

datos de la tabla.

b. Determine cdmo es la variacion y deduzca la férmula que
modela la distancia que recorre el cuerpo después de ¢ se-

gundos.

c. Calcule la distancia que recorre el cuerpo después de 12

segundos.

5. La figura 71 es la grafica del drea de una superficie esférica, A,
en términos del radio r. El eje de la variable independiente es el
radio en multiplos de 1 cm y el eje de la variable dependiente
es el area de la superficie esférica en multiplos de 4.
a. Determine cémo es la variacion y deduzca la féormula que

modela el drea en términos del radio.

b. Calcule el drea de una superficie esférica de radio 8 cm.

A

—

N+
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6. La figura 72 muestra la grafica del volumen de un cubo, V, en
términos de la medida de su arista, a. El eje horizontal es el de
la arista y el vertical, el del volumen:

Figura 72

a. Determine cdmo es la variacion y deduzca la formula que
modela el volumen en términos de la medida de la arista.
b. Calcule el volumen de un cubo que tiene 5 cm de arista.

7. El drea de un paralelogramo varia conjuntamente con la me-
dida de la base y de la altura. La grafica de la férmula de
variacion es la figura 73, en cuya superficie se grafican los
valores 2 <x <5,2<y <5, donde x denota la medida de la base
y y la de la altura.
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Figura 73

a. Deduzca la formula de variacion especificando el valor de
esta constante.

b. ;Cudl es el drea de un paralelogramo de 4 cm de base y 5
cm de altura?

c. Identifique en la superficie de la figura 73 los puntos (5, 4,
20)y (4, 2, 8).

8. El 4rea de un tridngulo varia conjuntamente con la medida
de la base y de la altura. La grafica de la formula de variacion
es la figura 74, en cuya superficie se grafican los valores 2 < x
<5,2<y <5, donde x denota la medida de la base y y la de la
altura.
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Figura 74

a. Deduzca la férmula de variacién especificando el valor de
esta constante. Utilice el punto (4, 3, 6).

b. ;Cual es el area de un triangulo de 2 cm de base y 3 cm de
altura?

c. Identifique en la superficie de la figura 74 los puntos (3, 2,
3)y (3, 5,15/2).

9. El area lateral de un cilindro varia conjuntamente con el del
radio de la base y de la medida de la altura. La siguiente ta-
bla muestra algunos valores del area lateral, del radio y de la

altura:
Radio (cm) 2 3 4
Altura (cm) 10 12 15
Area lateral (cm?) 40 7 72 Tt

a. Deduzca la férmula de variacion especificando el valor de
esta constante.

b. ;Cual es el area lateral de un cilindro de 4 cm de radio y 15
cm de altura? Coloquelo en la tabla.

c. ;Cuadles serian las dimensiones de un rectangulo para que
el area lateral del cilindro sea de 40 m cm?? ;y de 72  cm??
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10. El volumen de una caja con base cuadrada es directamente
proporcional a la medida de la altura de la caja y al cuadrado
de la medida de la arista de la base. La grafica de la formula
de variacion es la figura 75, en cuya superficie se grafican los
valores 4 < x< 7,4< y< 7, donde x denota la medida de
arista de la base y y la medida de la altura de la caja.

Figura 75

a. Deduzca la férmula de variacion especificando el valor de
esta constante. Utilice el punto (5, 6, 150).

b. ;Cuadl es el volumen de una caja cuya arista de la base mide 4
cm y la altura 6 cm? Identifique el resultado en la figura 75.

c. Identifique en la superficie de la figura 75 los puntos (3, 2,
3)y (3, 5,15/2).

11. La resistencia R de un alambre de cobre de longitud dada y
seccion transversal circular, es inversamente proporcional al
cuadrado de su didmetro. Si 1 kilometro de alambre de cobre
de temple duro calibre n.° 10 tiene una resistencia de 3,41
ohms y un didmetro de 2,588 mm, calcule la resistencia de 1
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kilémetro de alambre del mismo temple calibre n.° 12, cuyo
didmetro es de 2,052 mm.

12. El peso de un objeto situado arriba de la superficie de la Tierra
es inversamente proporcional al cuadrado de su distancia al
centro del planeta. La Tierra es ligeramente achatada en los
Polos. Si usted viaja al Polo Norte, ;pesaria mas en el Polo
Norte o en Barranquilla? Justifique su respuesta.

13. Un radidn es una unidad de medida de 4angulos.

. 180
1 radiin=—-~57,29°. En un sector circular, manteniendo
T

constante la longitud del arco, la medida del angulo (en ra-
dianes) es inversamente proporcional al radio. La figura 76 es
la grafica de la variacion.

5.0+
45+
4.0+
3.5+
3.0+
2.5+
2.0+
1.5+
1.04-
0,54

Figura 76

En la figura 76, el eje horizontal es el radio y el eje vertical es la
medida del angulo en radianes. Deduzca la formula de variacién
especificando el valor de la constante de proporcionalidad.
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Un angulo tiene una medida de 1 radian siempre que al colocar
su vértice en el centro de una circunferencia, la longitud del arco
interceptado en la circunferencia es igual al radio. Teniendo en
cuenta esta definicion de radidn, ;qué relacion tiene la constante
de variacion con la longitud del arco interceptado?

14. La intensidad luminosa es inversamente proporcional al cua-
drado de la distancia a la fuente de luz. ; Cuanto debe alejarse
de la fuente luminosa un objeto, situado a 2 metros de esta,
para recibir un cuarto de la cantidad de luz que ahora tiene?

15. Seguin la ley de Poiseuille, la presion P en una arteria es direc-
tamente proporcional a la longitud del vaso e inversamente
proporcional a la cuarta potencia de su radio. ;Qué ocurre
con la presion sanguinea en una arteria particular si debido a
una acumulacién de colesterol en la vena el radio disminuye
de 3 mm a2 mm?

16. El volumen de una esfera es directamente proporcional al
cubo de su radio. Si el radio se triplica, ;qué le sucede al volu-
men de una esfera?

17. El volumen V de un cilindro recto varia conjuntamente con
su altura h y con el cuadrado del radio de su base r. Si la
altura se reduce a la mitad y el radio de su base se duplica,
(cual es el cambio porcentual en el volumen?

18. La Ley de Ohm establece que la corriente (I) que fluye por
un conductor es directamente proporcional al voltaje (V) e
inversamente proporcional ala resistencia (R). Sila resistencia
disminuye un 10 por ciento, calcule el cambio porcentual en
el voltaje para aumentar la corriente en un 20 por ciento.

19. El drea lateral de un cilindro recto es directamente proporcio-
nal al radio de su base y a su altura. Si el radio aumenta un
veinte por ciento, calcule el porcentaje de cambio en la altura
para que el area lateral no varie.
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El volumen de agua que pasa por un tubo cuando esta comple-
tamente lleno, es directamente proporcional al cuadrado del
didmetro del tubo. Si se duplica el didmetro, ;como se afecta
el volumen?

¢Por qué al cargar una bolsa con viveres con un dedo se siente
mas presion que si se carga con dos o mas dedos?

Un recipiente cilindrico quedo lleno al verter en €l 250 cm?® de
cemento, pero al vaciarlo y echar en el recipiente 250 cm® de
harina, este no cupo. Explique por qué.

(Por qué hay mareas altas en las fases de luna llena y luna
nueva? ;Qué variacion influye en ello?

La segunda ley de Kepler del movimiento planetario afirma
que la linea que va del Sol a cualquier planeta (radio-vector)
barre dreas iguales en intervalos iguales de tiempo. Segun
esta ley, ;qué sucede con la velocidad de rotaciéon de la Tierra
cuando esta estd en el afelio? ;Y cudndo estd en el perihelio?
Explique sus respuestas.

(Qué relacion existe entre la temperatura y la presion del aire
que hay dentro de una olla a presion cuando esta se pone al

fogén?



4.2 VARIACION EXPONENCIAL

6)

® | Problema

La bacteria Escherichia Coli se duplica en cantidad cada 20 mi-
nutos. En un portaobjetos hay tres bacterias a las 2:00 p. m.

Responda las siguientes preguntas:

1. ;Cuantas bacterias habran a las 3:05 p. m. del mismo dia?
Haga un diagrama que muestre la reproduccion.
R/

2. ;Puede deducir una férmula para predecir cuantas bacterias
habran a las 10:00 p. m. del mismo dia?
R/

No avance hasta que haya respondido
las preguntas anteriores.
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Teoria

Hay fenomenos o situaciones que no siguen un patron lineal,
cuadratico o cubico, sino exponencial. Ejemplos de estas situacio-
nes son el crecimiento demografico, la reproduccion de virus o
bacterias, el valor de una inversién cuando se reinvierten los in-
tereses, entre otros.

Definicion:

Una funcién exponencial es una funcion que tiene por representacion
algebraica y = Ab*, en donde A es un nimero real y b es un niimero
real positivo distinto de 1 que se denomina base.

Ejemplo 4.2.1

Una persona quiere hacerse millonaria y comienza a ahorrar de
la siguiente manera: ahorra $3 el primer dia, $6 el segundo dia,
$12 el tercer dia y asi sucesivamente.

a. Deduzca una formula para calcular la cantidad de dinero que
debe ahorrar la persona en el n-ésimo dia.
b. ;Qué cantidad de dinero debera ahorrar el décimo quinto dia?

Solucién:
Para observar el patron de la situacion, se hace la siguiente ta-
bla de valores donde n denota el numero de dias (variable inde-

pendiente) y y la cantidad de dinero que se ahorra (variable de-
pendiente):
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n (dia) | v (cantidad de dinero, en pesos) | Notacién exponencial
1 3 3(2)°
2 6=3(2) 3(2)!
3 12=2(6)=2(3) (2) 3(2)?
4 24=2(12)=2(2)(3) (2) 3(2)°
n 32)!

a. De la tabla se deduce que A =3 y b = 3, por lo tanto, en
el n-ésimo dia la persona debera ahorrar y = 3(2)"" pesos.
Por la propiedad 4% = a*- a1y = 3(2)"" = 3(2)*(2)™, por la
definicion de exponente negativo:

y = 3(2)"[%) de donde y=%(2)n .

b. Para saber la cantidad de dinero que deberd ahorrar en
el décimo quinto dia, reemplazamos 7 = 15 en la formula

3 .
=)
y=5@)
3 03
£15)=2(2)" =5 (32768) = 49152.
En el décimo quinto dia deberd ahorrar $49 152.

La grafica de una parte de la funcion es la siguiente figura 77:

A
12 |

111
10 L
91
8 L
7+
6+ °
5.1
4L
3L
s
14

=

1T T 1 I
7 8

[ I I I I
9 10 11 12 13 14
Figura 77
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No se unen los puntos porque el dominio de la funcién es discreto,
ya que los dias se cuentan con numeros enteros no negativos.
En la grafica observe que la funcién es creciente porque la base
(b=2) es mayor que 1.

En el ejemplo 4.2.1 la base es mayor que 1, por consiguiente es
una situacion de crecimiento exponencial. Puede ocurrir que la
base sea menor que 1 como en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2.2

Se tiene un cuadrado que tiene de lado 4 cm de longitud. Se selec-
ciona la mitad del cuadrado, luego la mitad de la mitad, después
la mitad de la mitad de la mitad y asi sucesivamente.

a. Deduzca una formula para predecir el drea del cuadrado en la
n-ésima etapa.

b. ;Cual es el area del cuadrado que se selecciona en la décima
etapa?

Solucién:

Un diagrama de la situacion es la figura 78:

Etapal Etapa 2 Etapa 3

Figura 78
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A partir del diagrama se hace la siguiente tabla de valores, donde
n denota el numero de etapas de la situacién (variable indepen-
diente) y a el drea del cuadrado que se selecciona, respectiva-
mente (variable dependiente):

n (etapa) | a (area del cuadrado) | Notacidon exponencial
N 4
2
— 1 1 l
2 4_8@ S(Ej
1(1 1Y
3 -(3)[3) 3)
Bj
n 8| —
2

a. Delatablase deduceque A=8yb=— S por lo tanto, enla n- es1ma

etapa se seleccionard un Cuadrado de 4rea 2(n)= 8+ )

y por propiedades de los exponentes, la expresion queda
a(m =16(2)" cm”.

b. El érea del cuadrado seleccionado en la décima etapa es:

a(10)=16(= )10_1 (

1
1024

j = 1 =0,015625 cm’ -
64

Una parte de la grafica de a(n) =16(%)" es la figura 79.

omo en el ejemplo 4.2.1, el dominio es discreto porque no se
C 1 lo 421, el d d t

puede decir “media etapa”, por ejemplo. Por eso, no se unen los
puntos. La funcién es decreciente porque la base es menor que 1.
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1

—

—_

N

[68)

i~

Q- e

o 1o
\/

Figura 79

Enlos dos ejemplos anteriores, el dominio toma valores sucesivos
1, 2, 3, etc.,, o sea, numeros enteros no negativos (modelos
en tiempo discreto). Cuando en una funcién exponencial el
dominio son numeros enteros no negativos, esta se denomina
sucesion geométrica. En una sucesion geométrica, al nimero b

se le llama la razén de la sucesion, que es constante y se calcula

’ a
con la féormula r = —

. En una sucesion geométrica, el n-ésimo

an—] .
término se obtiene con la férmula a = a,r*", la misma que se al-
canzd en las tablas de dichos ejemplos.

Puede suceder que en una situacion, por ser el tiempo continuo,

no se logre determinar el primer término de la funcion exponen-
cial, tal como lo muestra el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4.2.3

Poco tiempo después de tomar una aspirina, un paciente ha ab-
sorbido 300 mg del medicamento. Si la cantidad de aspirina que
tendra en la sangre decrece en forma exponencial, y a las 2 horas
desaparece la mitad, calcule la cantidad de aspirina que tendra
en la sangre después de 5 horas. Grafique la funcion obtenida.

Solucion:

En este problema se desconoce la cantidad del medicamento que
tenia la aspirina, pero se sabe que esta situacién se modela con
una funcion exponencial. Para observar el patron descrito, se
hace la siguiente tabla de valores donde t denota el nimero de
horas (variable independiente) y y la cantidad de medicamento
presente en la sangre (variable dependiente), teniendo en cuenta
que el medicamento presente en la sangre se reduce a la mitad
cada dos horas:

Tiempo f (horas) 2 4 6
Cantidad de medicamento y en la sangre (mg) 150 | 75 | 37,5

La féormula de la funcién exponencial es y = Ab*, entonces el
objetivo es calcular el valor de A y de la base b. Como sucede para
deducir una funcidn lineal, es suficiente conocer las coordenadas
de dos puntos. Seleccione primero un punto (¢, y) de la tabla, por
ejemplo, el (4,75) y reemplécelo en la formula y = Ab*:

75 = Ab* (1)
Ahora reemplace el punto (2, 150):
150 = Ab? 2

se divide (1) entre (2):

75 _ A
150 Ab*’

por la propiedad cancelativa y de los exponentes
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%
ALy luego po |1 (1
a’ 2 2

Para calcular el valor de A, escoja cualquier punto, por ejemplo,
el (2, 150), y lo reemplaza en la férmula y = Ab* junto con el valor
de b:

150 = A{\gJ , por propiedad de los exponentes (a*)Y = a*:

150 = A@], se despeja A:

A =300. Se reemplaza el valor de A y b en la férmula y = Ab™:

t }/ t t
y= 300(\EJ = y= 300[@} 2} = y= 300@)2 es la férmula

que expresa la cantidad de medicamento presente en la sangre
después de t horas.

Después de 5 horas, habrd en la sangre y(S):BOOCJ =53,03

miligramos de medicamento en la sangre. Obsérvese que 53,03
esta entre 150 y 37,5.

t

La grafica de y =300 [;Jz es la figura 80:
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Figura 80

La escala sobre el eje horizontal f estd en multiplos de 1 hora,
mientras que el eje vertical y estd en multiplos de 10 mg. Aparecen
sefialados los puntos (2, 150), (4, 75) y (6, 75/2).

A diferencia de los dominios de las funciones obtenidas en los
ejemplos 4.2.1 y 4.2.2, el dominio de esta funcion es continuo y
consiste en los nimeros reales no negativos, ya que t puede to-
mar valores como 1,5 por ejemplo.

En decrecimiento exponencial, como el ejemplo anterior, algunos
libros escriben la base con un ntimero entero con exponente
negativo porque aplican la definicion del exponente negativo.
Por ejemplo:

y:3[;j =3[27")]* por la definicion del exponente negativo:

Lo
a =—
a
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y=3[(2)"]*=3(2)>por la propiedad de los exponentes: (a™)"=a""

1
Por lo tanto: y= 3&} =327

¥

___| | Aplicaciones

1. Una persona abre una cuenta de ahorros con $200000 y el
banco le paga un interés mensual del 2%. Si la cuenta no se
“mueve” (ni se deposita ni se saca dinero) y los intereses se
reinvierten, deduzca una férmula para predecir la cantidad de
dinero que tendra ahorrado al cabo de t meses. ;Qué cantidad
de dinero tendrad ahorrado al cabo de un afno? Clasifique el
dominio de la funcion.

2. Auntridngulo equilatero, cuyolado mide 4 cm, se le han unido
los puntos medios de cada uno de los lados para formar otro
triangulo equilatero como lo muestra la figura 81. A cada uno
de los tres tridngulos grises se le hace el mismo procedimiento
y asi sucesivamente.

Etapal

Figura 81

a. Deduzca una férmula para calcular cudntos triangulos gri-
ses se obtienen en la n-ésima etapa del proceso. Clasifique
el dominio de la funcién.
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b. ;Cudntos tridngulos grises habra en la décima quinta etapa?

3. Siga las siguientes instrucciones. Para cada paso debe dibujar

el segmento de 9 cm:

1. Dibuje un segmento de 9 cm de longitud.

2.Divida el segmento en tres partes iguales y borre el segmento
de la mitad. Esta es la etapa 1 del proceso.

3. Divida cada uno de los dos segmentos en tres partes iguales
y borre el segmento intermedio respectivo. Esta es la etapa
2 del proceso.

4) Divida cada uno de los segmentos resultantes en tres partes

iguales y borre el intermedio respectivo. Esta es la etapa 3.

a. Deduzcaunaférmulaparapredecirel nimero de segmentos
que hay en la n-ésima etapa. Clasifique el dominio de la
funcion.

b. ;Cuéntos segmentos hay en la vigésima tercera etapa?

¢. Deduzca una féormula para calcular la longitud de un seg-
mento en la n-ésima etapa.

d. ;Cudl es la longitud de un segmento en la décima cuarta
etapa?

4. La esporulacién es un tipo de reproduccion asexual en el cual
el ntcleo de la célula se fragmenta en numerosas partes que
se rodean de una porcion de citoplasma, constituyéndose asi
numerosas células hijas, las cuales quedan libres cuando se
rompe la membrana de la célula madre. A estas células hijas
se les conoce como esporas. El hongo del pan Neurospora Crassa
se reproduce de esta forma. Suponga que una bacteria tarda
en cuadruplicarse seis horas. Si un bidlogo tiene tres de estas
bacterias, ;cuantas tendra a los cuatro dias?

5. Los puntos medios de los lados del cuadrado ABCD, cuyo la-
do mide 8 cm, se unen para formar un nuevo cuadrado. Este
procedimiento se repite para cada nuevo cuadrado.

a. Deduzca una foérmula para calcular el area del n-ésimo
cuadrado, contado desde el primer cuadrado ABCD. Clasi-
fique el dominio de la funcion.
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b. ;Cual es el drea del duodécimo cuadrado?

Se corta un disco circular, en papel, de 4 cm de radio. De otro
papel se sacan dos discos de la mitad del radio del anterior y
se colocan sobre el primer disco, como lo muestra la figura.
A continuacion se colocan discos de un cuarto de radio del
primer circulo sobre los dos ultimos, tal como lo muestra la
figura 82. Si el proceso sigue:

/oo

Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2
Figura 82
a. Deduzca una férmula para calcular el area de un circulo en

la n-ésima etapa.
b. Calcule el area de un circulo en la décima octava etapa.

. Un cuadrado de lado 3 cm se divide en nueve pequetos cua-

drados donde el central se pinta de gris. Cada uno de los
cuadrados blancos pequefios se divide a su vez en otros nue-
ve y cada cuadrado intermedio se pinta de gris, tal como lo
muestra la figura 83. Suponga que el proceso se repite sucesi-

vamente.

Hi= g
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a. Deduzca una férmula para calcular cuantos cuadrados
grises habran en la n-ésima etapa.

b. ;Cudntos cuadrados grises habran en la décima cuarta
etapa?

¢. Deduzca una férmula para predecir el drea de un cuadrado
gris en la n-ésima etapa.

d. ;Cuadl es el area de un cuadrado gris en la décima séptima
etapa?

8. El carbono 14 es un isétopo inestable del carbono que se de-
sintegra en forma continua transformandose en nitrégeno. La
cantidad de carbono 14 que queda en una muestra que con-
tenia al principio A gramos de carbono 14 esta dada por C(t) =
A(0,999879)", donde t es el tiempo en afos. Una planta que se
acaba de descubrir contiene 0,50 gramos de carbono 14, y se
sabe que tiene 5000 afos de antigiiedad. ;Cuanto carbono 14
tenia esa planta originalmente?

R/aproximadamente 212 gramos.

9. Un f0sil contenia originalmente 104 gramos de carbono 14.
Con base en la férmula C(t) del problema anterior, estime
la cantidad de carbono 14 que queda en la muestra pasados
5000, 10 000 y 15 000 afios.

10. Un cultivo se inicia con 10 bacterias. Dos horas después hay

20 bacterias.

a. Deduzca una férmula para calcular el tamafo del cultivo
en funcion del tiempo t, en horas. Clasifique el dominio de
la funcion.

b. Calcule la cantidad de bacterias, después de 3 dias.

11. La vida media de una cantidad que decae exponencialmente
es el tiempo necesario para que la cantidad se reduzca a la
mitad. Los isétopos radioactivos que tienen una vida media
relativamente breve se utilizan con frecuencia en los proce-
dimientos de obtenciéon de imagenes médicas. Suponga que
un is6topo tiene una vida media de 4 horas y se inyectan 10
mg en el cuerpo.
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a. Deduzca una férmula para calcular la cantidad de isétopo
radioactivo en el organismo t horas después de haberse
inyectado.

b. ;Qué cantidad permanecerd radiactiva después de 2 ho-
ras? ;Después de 24 horas?

R/ 7,07 mgy 0,16 mg.

12. Para la ampicilina antibidtica, aproximadamente el 40% del
medicamento se elimina cada hora. Si se administra una do-
sis de 5 dg, estime la vida media del medicamento a partir de
la grafica (figura 84) de la funcién que expresa la cantidad de
amplicilina después del tiempo t en horas:

y (dg)

>
I | L

t (horas)

Figura 84

13. Después de haber ingerido algunos tragos una persona tiene
una concentracion de alcohol en la sangre de 0,20 mg/dl. Si la
cantidad de alcohol decae en forma exponencial, y se elimina
la cuarta parte cada hora, calcule la concentracién de alcohol
en la sangre de esa persona después de 4 horas.

14. En el problema anterior, calcule el tiempo que se necesita para
que la concentracion de alcohol en la sangre baje a 0,04 mg/dl.
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VARIACION EXPONENCIAL

15. En el ejemplo 4.2.3, calcule el tiempo que tarda en disminuir
la aspirina en la sangre hasta 30 mg.

16. Un medicamento se elimina del organismo a través de la
orina. La dosis inicial es de 10 mg y cada hora después en el
organismo queda el 80% de medicamento.

a. Deduzca una funcién que permita calcular la cantidad de
medicamento presente en el organismo ¢ horas después.

b. ;Qué cantidad de medicamento hay en el organismo 12
horas después?

Cuando un fendmeno se comporta de manera exponencial, con
base menor que uno, y la variable independiente toma valores
muy grandes, la suma de las imagenes se aproxima a un valor
determinado. Matematicamente: si en una funcién exponencial
y =Ab%, con 0 <b <1, y sila variable toma valores muy grandes,
entonces la suma “infinita” A+ Ab + Ab> + Ab® + - + Ab" + -+ se
aproxima al numero S = %.

Intuitivamente el enunciado anterior implica que si se suman mas
y mas imagenes de una funcion exponencial con las caracteristicas
indicadas, las sumas se acercan mds y mas al niumero A Los
problemas 17-20 1-b

17. Si en el problema 5, item b, el proceso contintia indefinida-
mente, calcule la suma de las areas de todos los cuadrados.

18. Si el proceso contintia indefinidamente en el problema 6, item
b, calcule el area de todos los circulos.

19. Si en el problema 7 el proceso sigue indefinidamente, calcule
el drea total pintada de gris.

20. La semivida o vida media en el torrente sanguineo de cierto far-
maco es de alrededor de 2 horas. Cada 4 horas se adminis-
traran dosis de D mg, en donde D debe calcularse.

a. Muestre que el nimero de miligramos del medicamento
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Ejercicios 4.2

En los ejercicios 1-3 determine cudl funcion representa los datos
de un modelo exponencial y cudl, el lineal. Obtenga la férmula
de cada modelo.

1.

Relacione las graficas 4 — 9 con los modelos obtenidos de las
tablas de los ejercicios 1 - 3.
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en el torrente sanguineo, después que se ha administrado
1 Lo
la n-ésima dosis es 5 D+ D+t ()"'D y que esta suma es

Matematicas basicas

aproximadamente - *p para valores grandes de n.

b. Si se considera peligroso que haya mas de 500 mg del far-
maco en el torrente sanguineo, calcule la mayor dosis que
se puede administrar repetidamente en un periodo largo.
R/ 375 mg

X -2 -1 0 1
f(x) 0,25 0,5 1 2
8(x) -4 -2 0 2

X -1 0 1 2
f(x) -5 -2 1 4
g(x) 1/6 0,5 1,5 4,5

X 2 3 4 5
f(x) 1 2 4 8
g(x) 3 7 11 15
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y
3L
2 —+
1L
X
| | | | | | | | | | I3
| | 1 1 | | | | | 1 >
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
-1
-2 |
X
| | | | | | [
| I | 1 I | | >
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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Acertijos

1. Un alga duplica su 4rea en un dia y alcanza a cubrir el area de
un lago en 120 dias. ;Ocho algas en cuantos dias cubrirdn el
lago?

2. Una rima infantil dice:

Al ir a San Dimas

encontré a un senor con siete divas
cada diva con siete sacos

cada saco con siete gatos

cada gato con siete mininos
mininos, gatos, sacos y divas,
(cuantos iban a san Dimas?

Si todo el grupo va a San Dimas, ;jcuantos van?
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Temas como Légica, Sistemas numéricos, Funciones y Variacién son tratados en este
texto de una manera dindmica y creativa con el propésito de permitir a los estudiantes
potenciar su pensamiento cuantitativo y la aplicacion de éste a la vida real. Los talleres

y problemas propuestos, asi como la metodologia que desarrolla , convierten este texto
en una valiosa herramienta que acerca paulatinamente a los alumnos al conocimiento
de los aspectos fundamentales de las matematicas bdsicas.
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